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Introduction

La classe des opérateurs linéaires p-sommants a été introduit par A.Pietsch dans [Pie67]
a une plusieurs applications dans la théorie général des espaces de Banach ; par exemple
cette classe forme une généralisation naturelle pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt
entre deux espaces de Hilbert.

Dans [Pie67, p. 338] Pietsch a montré que l'identité de [; dans [ est 2-sommant mais son
adjoint de [ dans ., n’est pas 2-sommant. Pour cella, le concept des opérateurs fortement
p-sommants a été introduit par Joel S.Cohen dans [Coh73| comme une caractérisation de
'adjoint des opérateurs p*-sommants. En 2007 et principalement dans [AMO07] (Achour
et Mezrag), il est apparu la généralisation de l'idéal d’opérateurs linéaires fortement p-
sommants au cas multilinéaire. Aprés sa en 2010, la version polyndmiale de cet concept a
été étudiée par Achour et Saadi dans [AS09]. Récemment, Campos dans [Camp12] fait une
étude des opérateurs multilinéaire Cohen fortement p-sommants en utilisant les espaces
des suites et en plus il est introduit la définition d’un opérateur multiple Cohen fortement
p-sommants.

Notre travail de mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants.

Dans le chapitrel, on donne un apercu général sur les espaces des suites faiblement
p-sommables, I'espace des suites p-sommables et aussi un nouvel espace qu’est 1’espace
des suites fortement p-sommables, on essayera de comparer aussi ces espaces entre eux.
On enchainera par les opérateurs fortement p-sommants (ce sont des opérateurs entre
des espaces de Banach, qui transforment les suites p-sommables en suites fortement p-

sommables), en donnant quelques propriétés utiles tels que quelques résultats récents



relatifs & cette classe des opérateurs, et on montre que ’espace des opérateurs linéaires
fortement p-sommants est un idéal de Banach.

L’objet du chapitre 2, est d’étudier le concept d’opérateurs multilinéaires Cohen for-
tement p-sommant comme une généralisation naturelle du cas linéaire Mentionné dans le
chapitre précédent. On donnera quelques propriétés élémentaires et quelques théorémes de
caractérisation pour cette classe. Comme conséquence nous montrons que 1’espace des opé-
rateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants est un multi-idéal de Banach. De plus
on citons le concept des opérateurs multiple Cohen fortement p-sommants, on essayera
d’étudier la relation entre les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant et
les opérateurs multiple Cohen fortement p-sommant, et on démontrons que l’espace des
opérateurs multiple Cohen fortement p-sommants est un multi-idéal de Banach.

On termine ce travail par le chapitre 3, en introduisant les concepts des polynomes
m-homogénes Cohen fortement p-sommants. Comme conséquence nous montrons que
I’espace des polynémes m-homogenes Cohen fortement p-sommants est un idéal des

polynomes.



Chapitre 1

Espace de suites Cohen fortement

p-sommables et leurs opérateurs

1.1 Espaces des suites classiques

Soient n € N, X un espace de Banach et 1 < p, p* < 400 (ou p* est appelé 'indice
conjugué de p i.e. % + [% =1).
On désigne par [,(ou [,(k) I'espace des suites scalaires ()2 telles que > |\;|P < 4-o00.

i=1
C’est un espace de Banach pour la norme

Ol = (Zmp)?oo

L’espace [, est 'espace des suites scalaires ()\;)$°; bornées, normé par
[1(A0)Z1]loo = sup |Ad]
7

L’espace [, est complet pour cette norme. L’espace ¢y des suites scalaires ();)32; telle

que lim A; = 0. C’est un sous espace fermé de [,,, donc un espace de Banach
1—400

Définition 1.1.1 Une suite (x;)32,(resp.(z;),) dans X est p-sommable si la suite sca-

laire (||i||)52, (resp.||zi||iz,) est dans I,(resp.[})).



On note [,(X) (resp.l] (X)) 'espace des suites ()72, (resp.(z;)j=;) dans X, p-sommable,

c’est un espace de Banach pour la norme

-

o0 v
(zi)Z2all, = (ZH%HI’) <oo ,I<p<oo
1=1

= sup|ja| =00
n

(resp.

1
n P

()il = (ZII%II”) ,1§p<00>
=1

= sup ||z ,p =00
1<i<n

Définition 1.1.2 Une suite (x;)2,(resp.(x;) ;) dans X est faiblement p-sommable si la

suite scalaire (x*(x;)72;) (resp.w™(x;)i,) est dans l, (resp.l}) pour tout x* € X*.

On note [;)(X)(resp.l; " (X)) 'espace des suites (2;){2, (resp.(7;)i,) dans X faiblement
p-sommable. L’espace [;)(X) est un espace de Banach pour la norme

1
P

pw = Sup (Z\x*(wl)\p> 12" € By« p <00 ,1<p<oo
=1

[1(22)32s

= (@)l P =00

nous considérons les relations de la dualité entre les espaces des suites. On sait que,
sil <p<oo,onal,(X) = l+X") isométriquement et d’aprés les conséquences de

Hahn-Banach on a

(a2 € XU (),

()i llp = sup {

Z z; (zi)

particulierement, pour X =k on a X* =k, alors

[ee]
E i
i=1

o < 1} (1.1)

[|(2:)iZ: [l = sup { HIa)E

o < 1} (1.2)



d’autre part d’apres (1.2) et les conséquences de Hahn-Banach on obtient

. < 1} (1.3)

124 o = s N @), - Nl <1} (1.4)

[|(2:)Z[[pw = sup {

et

Proposition 1.1.3 [DJT95]

(a) On sait que I)(X) = 1,(X) pour 1 < p < oo si seulement si dim X est fini
(b) Si 1 <p<ooona lI)(X)=L(,X) isometriquement

(c) Sip=1ona I{(X)=L(cy,X) isometriquement

Remarque 1.1.4 SiT € L(X;Y) et (p,), € Y™, d’aprés (1.4) on a

= sup [[(p;(T(2)))iz [l

r€Bx

= |I7]] sup H(soz =)

< |IT|| sup [[(¢:(y))izy

yEBy

= T ()i

[(p; 0 T)iZ

p*

p*

1.2 Espace des suites fortement p-sommables

Maintenant nous pourrons définir un nouvel espace des suites qui a été introduit par

Cohen [Coh73]

Définition 1.2.1 Soit 1 < p < oco. Une suite (x;)32, est dite fortement p-sommable, si

pour toute suite (x;)2, € L. (X™), la série Z xf(x;) est convergente. Dans ce cas on note
i=1
par 1,(X) Uespace des suites (x;)32, dans X fortement p-sommable

Proposition 1.2.2 Soit (z;)2,une suite dans X, la série Z *(x;) est convergente pour
i=1

toute (v7)2, € [.(X*) si seulement si la série Z |z (z;)| est convergente pour toute

=1
()2 € 1 (X7)



Démonstration. =) Soient (77)2, € [)i(X*), et (2;)2,une suite dans X :
pour k = R on pose
x7,
V; = Z

—xf ifzf(x;) <0

if xf(z;)) >0

et pour k = C, on pose 1, = zfe ¥ telle que 0; = arg(z}(z;)), dans les deux cas

o0
la série ) 1;(x;) est convergente car (1;):2; € L. (X*), alors
=1

[e.e] [e.e] o0
Szt (x)| = D0 () < oo donc la série Y |xf(x;)| est convergente
i=1 i=1 i=1

<) Soient (z7)%2, € [.(X™), et (z3)52; € [,(X) :

ona Yy xf(z;) <> |xf(z)| <o m
i=1 i=1
Théoréme 1.2.3 L’espace 1,(X) est un espace normé muni de la norme définie par

ix;k(l’z) o S 1}
i=1

Démonstration. Soit (z;)3°; dans [,(X).On doit montrer que ||(z;):2,||c,p est finie. Soit

T une forme linéaire sur [\ (X™*) définie par

()2

[|(z:)Zllep = sup {

T(()) = Y wi(a)

On définit la suite (7;,) des formes linéaires sur [;.(X*) par

L)) = Y i)

On peut voir que T;, est continue pour tout n € N et lim T,, = T,"wx et on a [. (X*)

n—oo

est complet . Le théoreme de Banach-Steinhaus implique que 7T est continue et

(@) Zillep = 1T < 00

On peut conclure facilement que ||.||¢, est une norme. m



Remarque 1.2.4 (c¢f. [Camp12])

(i) Z1llep = sup {Z |27 ()| = [1(27)Z e < 1}

Théoréme 1.2.5
(1) 1,(X) € 1,(X) C I(X) de plus

(@)Zallpw < (@)l < [[(z)Zsllop
pour tout (x;)72, € 1,(X)
(2) Sip=1,on ali(X)=1L(X) et
(@)Za [ = (@)l

Démonstration.

1. Soit (7;)i2, dans [})(X), on a

(@) Z1llpw = sup <Z|x*($i)|p>

B =

S (ZH% 1% fvlep) = [[(@)Zally

Ce qui donne : [,(X) C 1/(X).

D’autre part, d’apres (1.1) et I'inclusion By . (x+) C BIZ’* (x+) on peut écrire :

[o¢]
()24, = ZH%HV’ = sup pREHED]
(@7)721€B1 . (x*) \i=1
o0
< sup PEHEN]
(@F)Z1€Br, (x*) \i=1

= |[(@)Zlley
Alors 1,(X) C 1,(X).
2. Soit p = 1, alors p* = co. Soit ()2, dans l;(X), d’apres (1.1) on a :

|(@)Zillon = sup <Z|x i ) = e (Z Iwi‘(xi)|> = [[(z:)Z1[1a

( ’L)Z leBlw (X*) z; ’(L)ileBloo(X*)
Alors
L{X) =L(X)



Proposition 1.2.6 (1,(X),||.||cp) est un espace de Banach
Démonstration. Soit (z,,)2° ; une suite de Cauchy dans [,(X) telle que z,, = (2,,); :
Ve > 0,3ng € N,Vk,k > ng : ||zp — 24)lcp < €
d’apres le théoréme précédente on a
ok — 2l < llaw — 7glloy < e
donc (z,)2°, est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach [,(X). On pose

lim z, =z, et x = (z;)

n—oo

00
i=1

On a

oo
||k = 2gllop = sup {Z |27 (@i = 2 )] 1@l < 1} <e

=1
p*w S 1} < €

En faisant tendre k£ vers oo, cela donne

o0
sup {Z |25 (zig — 23)| « [|(2])
=1

Ce qui implique que ||z, — z||¢, < €. Alors

p*w S 1}

= supq D lof(ws — i) + (2| - |](7)
i=1

|||

cp = supq Y laf(a)]:|()
i=1

p*w S 1}

praw < 1} + sup {Z |25 (i) = (@) |pr o < 1}
i=1

IN

o
sup Z zf (@i — 23)] - [|(2)
i—1

< e+ |lzlley

©. 9]

alors © = ()2, € [,(X). =



Proposition 1.2.7 [2*(X)* = [7.(X*) isométriquement, pour 1 < p < o0

Démonstration. On définit 'application
e LX) = rX)”
(@), — f
telle que

zx ) (), € ()

Il est claire que © est linéaire, d’autre part pour tout (z;)j-; € [;'*(X) on a

el < 3o

xT

(z

< Z\H%HW )" [p

< sup{2|xz*<w:> @) e < 1} 1) o
=1

= @) lepr @)y o

alors [ f]| < [l(27)iillops,
dou [[¢ (7))l < [I(z7)isallep

Ce qui implique que I'application 1) est continue avec ||¢|| < 1
Pour la surjectivité de 1, soit f € I[;*(X)*. On pose z7 = f o ;, telle que p; est

I'injection canonique de X dans [7*(X) avec

pi() = (047);

ou
1 sit=y

0 sii#y

52']' =

Il est claire que (z})7, € X* et f((z Zx x;) pour (7;)i; € [ (X) donc

V(i) = f

10



I reste & montré que ||(zf)|lcp < ||f||- Soient zi* ..., 25 € X™ e > 0, et F

rrn

le sous espace engendré par {x3}*,...,x*}, d’aprés "principe of local reflexivity" (voir

[Deal973)), il existe S € L(F; X) telle que ||S|| <1+ € et

(S = (@l = Lo
On a
> @) = 1) ar(Sar) = [F((Sz))l < ISy
i=1 i=1
De plus

1(S27)illpw = SHP{HS(ZAM?*)II 2leY)
i=1

< (1+e>sup{|rzx-wz*u:nu@-)Hp*s1}

i=1
= (L+ 9@l

Ce qui donne |Z$f*($f)| < @+ QS )i,

i=1

*
p 7w

prw

\in‘*(ﬂi?)l < (A7)

Alors

S“p{|zﬂf?*(l“§)| @)l w < 1} < 1+l
=1

Ce qui donne

(@7)iilles < (1Al

Alors 'application 1) est linéaire isométrique et surjective qui permet d’identifier le dual

de (X)) avec [7.(X*) m
Proposition 1.2.8 [(X)* = 12" (X*) isométriquement , pour 1 < p < oo

Démonstration. On définit 'application
Yo LX) - (X))

(@))ie, —  f

11



telle que

n
=1

(z:)iy € 1{X)

Il est claire que % est linéaire, d’autre part pour tout (z;)i, € [;{X) on a

> bi(o)

alors [ f|| < [|(2})iy

()il

prw

d'ou [[4((27)i=

<

<

Z\\

sup {

[ (=7)iz

CL‘
‘ zzlllpw

Z zi(zi)] « ||(zi)is

=1

DIF<I(

[1(27)i

X

i

p*(X*) S 1}

(xi)?:l ‘ |C,p

n

Ce qui implique que I'application 1) est continue avec ||¢|| < 1

Pour la surjectivité soit f € [7(X)*.

") E x}(x;) pour (

et f((x;)"

11 reste & montre que ||(z)

alors

|(Aiz)iZ e

J[Capr

n

IN

IA

sup {Z 7 (A

1Al sup (ZII ) ()2
I, 1 (7)3

1

IA

sup

sup

1711

On pose zf = foy;, Il est claire que (z
Ti)iy € 537“’(?{) done ¥((z7)iLy) = f-

Z i (x;)

12

Z)

)

1
e

M), < 1, [|lz]| < 1}

xl 1= 1||CP < 1}

w <1

2)7, 16‘)(4<

(Ai)[l, <1 on obtient



Alors 'application v est linéaire isométrique et surjective qui permet d’identifier le dual

de I7(X) avec [;"(X*) m

1.3 1Idéal des opérateurs linéaires Cohen fortement

p-sommants

Définition 1.3.1 (opérateur de rang fini) Un opérateur linéaire T' continu de X dans

Y est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme

ry: X — Y
v — 2t @y)
= a*(z)y

onx*e X*etyeY
L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté L(X;Y)

Définition 1.3.2 (Idéal des opérateurs linéaire) Un idéal des opérateurs linéaire T
est une classe d’opérateurs linéaires bornés tels que pour tout X et Y des espaces de
Banach on a :

(a) L’ensemble Z(X;Y') est un sous espace de L(X;Y') qui contient L;(X;Y)
(b)Propriété d’idéal : si T € Z(X;Y),U € L(E;X) et V € L(Y; F)

alors VoToU € I(E; F)

De plus ,si ||.||z : Z — R" satisfait :

(i) (Z(X;Y),||.|lz) est un espace de Banach

(ii) 1A & — ks A(x) = oy = 1

(i) [V o T o Ul < [[VI[IUI[T]]

alors T(X;Y'), s’appelle idéal de Banach des opérateurs linéaires

13



1.3.1 Les Opérateurs Cohen fortement p-sommants

Définition 1.3.3 Soient 1 < p < oo, et X,Y des espaces de Banach. Un opérateur
linéaire T € L(X;Y) est Cohen fortement p—sommant s’il transforme toute suite p-
sommable & une suite fortement p-sommable

1.e. l'opérateur

T: LX) — L)
(zi)2y (T(%))zl

est bien défini

L’espace des opérateurs linéaires Cohen fortement p—sommant de X dans Y, noté

DP(X§ Y)

Proposition 1.3.4 Soient T € L(X;Y) et 1 < p < oo, alors les propriétés suivantes
sont équivalents
(1) T est Cohen fortement p-sommant

(1) 1l existe une constante C' > 0 telle que

Z |0s(T(x:))] < Cll (@) Zall, 1l (3)2

prw
pour tout (x;)72; € [,(X) et tout (p;)72, € [)(Y™)
(1ii) 1l existe une constante C > 0 telle que
D leiT @)l < O ll@)iall, )il (1.5)
i=1

pour toutn € Nyx; € X,p, € Y* i=1,...,n

Démonstration. (i) = (ii) T est Cohen fortement p-sommant, alors l'opérateur

T: 1Y) x,(X) — L
(P2, (Ti)2y) = (%(T(xz)))f;

est bien défini et bilinéaire

14



Soit (w)72; € L (Y™) x [,(X) avec :

o X e 1% (YY) X 1,(X)

telle que

T(ar) = (prs(T(zr))) -, Tlw) = (2T (),

On démontre que

lim T'(x,) = T(z)

k—oo

nous avons lim x;,; = z; et lim ¢, ; = ¢;, alors pour tout « € N on a :
k—o0 k—oo ’

lim oy (T(2r,)) = (T ()

k—o0
car 1" et ¢, ; sont continues, ce qui donne

lim T(z;) = T(x)

k—oo

ce qui implique que T a une graphe fermé, alors il est continue et

Sl = [Ttz @), < || e, ez,

on prenons C' = ’ TH

(4ii) = (i) Soit (1;)52) € [,(X) et (v;)2; € ;)(Y™), alors

S o) = s (3 1a 0w

< sup (C @), e

= C ||($1);>il||p 1(¢:)24

p*,w>

*
p 7w

(i) = (i) On a
Z (T (i) < Cl[(z) 21l 1(03) 21 [l oo < 00

(i1) = (iii) Evidente m
On pose d,(T) = inf{C vérifiant (1.5)},de plus on a d,(T) = ||T]|

15

*
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Remarque 1.3.5
i) Pour montrer que T' € D,(X;Y), il suffit de démontrer (1.5)
i1)Si T € Dy(X;Y) alors :
IT| < dy(T) (1.6)

En effet pour montré (1.6), on pose n =1 dans (1.5).

Les trois propositions suivantes montrent que la classe D, est un idéal de Banach
Proposition 1.3.6 Soit 1 < p < co,alors (D,(X;Y),d,) est un espace de Banach

Démonstration.

1. D,(X;Y) est un espace vectoriel normé ?

(a) Soient T',S € D,(X;Y), (x;)f-, € X, et (¢;)l, € Y*,on a

z 0 (T + 8)(w)| = z 0T () + S(x:))]
z (T ()] + 3 les(S ()

i=1
|

< (dp(T) + dp(5) | ()i [l 120 e o

IN

Donc T'+ S € D,(X;Y),et
dp(T' + S) < dp(T') + d,(S)
(b) Soit o € k,T € D,(X;Y) alors

iilm«aﬂ(xm = ;":1|soi<aT<xi>>|
= |of i:ilm(wim

< laldy(T) [[(za)iall, | (pi)iza

p*w
Donc oT € D,(X;Y) et
dyp(aT) < |afd,(T)

16



D’autre part
4,(T) = dy(2(aT))
< . |d(aT) pour o # 0
Ce qui implique |a|d,(T) < dy(aT),
D’ou
dp(aT) = [a|dy(T)
le cas o = 0 est évident

(c) Dapres (1.6), ||T)| < d,(T) =0« ||T||=0alors T =0

2. Dy(X;Y) est un espace de Banach?
Soit (77,)72; une suite de Cauchy dans (D,(X;Y),d,). on a ||T|| < d,(T), donc
(T5,)2, est une suite de Cauchy dans L(X,Y).
On pose
lim T, =T € £(X,Y)

On démontre que T' € D,(X;Y). T,, est Cohen fortement p—sommant, alors

T, : ,(X) — 1,{Y) est bien défini, de plus T, = d,(T,), (T,,)>, est une
suite de Cauchy dans L£(1,(X);1,(Y)), donc il existe A € L(1,(X);1,(Y)) telle que
S T, = 4

Pour tout (z;)2, € ,(X), on pose

()21 = A(:)Z) € (V)

Soit € > 0, alors il existe ng € N telle que

| Tn(i) —will < [[(To(2i))320 = (W)l

< [I(Tn(za))Zy = W)Ealles
= (Tn(zEs) = A2 llew
< ell(@)Zllp

pour tout n > ng, donc lim T,,(x;) = y;,Vi € N, alors T'(z;) = vy;,Vi € N, et

n—oo

H

(T(x:)Z1 = Wi)i2h € (V) V(:)iZ, € [(X)

17



alors T : ,(X) — 1,{Y) est bien défini et T' € D,(X;Y), donc D,(X,Y) est

un espace de Banach

Proposition 1.3.7 Tout opérateur de rang fini est Cohen fortement p-sommant

Démonstration. Soient (z;)l; € X, (¢;)i=; € Y* et 2* € X*, il suffit de montrer que

I'opérateur T = z* ® y est Cohen fortement p-sommant (car D,(X;Y) est un espace

vectoriel)

3l T (@)

3l (@)
z 2 ()01 (v)
||a:*||i:§:1||xi|| o)

el (z’—zn:lein) (iém(y)!’)*)é
o ol (35 )
I, s (5

€By

ST

1
pT

[ Tl )izl ()i

prw

alors T' € D,(X,Y) et de plus d,(T) < [|z*]| ||y||,d’autre part

[lz[[ lyll = [IT]] < dy(T'),donc

dp(T) = [|="[| [ly]]

Proposition 1.3.8 SiT € D,(X;Y),U € L(E; X),et V € L(Y; Z),Alors
VoToU€D,E;Z) et

dp(V o T o U) < [[V[|dp(T)[|U]]

18



Démonstration. Soient 7' € D,(X;Y),U € L(E; X), et V € L(Y; Z)

Soient (e;)!, € E, et (¢;); € Z*, nous utilisons la remarque (1.1.4) on obtient

S eV eToU)w)| = Lo o V)TW(e)

BT Ul 1210 V)il
ANV IRl 1Vl
= V@Il Ity

IN

IA

Donc VoT oU € D,(E; Z) et

dp(V o T o U) < [[V]|dp(T)[|U]]

19



Chapitre 2

Les opérateurs multiple Cohen

fortement p-sommants

2.1 Idéal multilinéaire des opérateurs Cohen fortement p-
sommants

La version multilinéaire de notion du Cohen fortement p-sommant a été introduit par
Achour et Mezrag dans [AMOT7]. Elle conserve la plupart des propriétés des opérateurs
linéaire .

Dans la suite on donnons la notion des opérateurs m-linéaires fortement p-sommant en
utilisant les suites fortement p-sommant, cette définition est introduit par Campos dans

[Campl2].
Définition 2.1.1 Un opérateur T multilinéaire continue de X1 X ... x X, dans'Y est de

rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme

..z, Yy ¢ Xix...xX, — Y

(x® M) e 2 (W) Lk (aM)y

oﬁx;er(lgjgm) etyeyY
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L’espace des opérateurs multilinéaires de rang fini sera noté L¢(Xy,...,X,,;Y)

Définition 2.1.2 (Idéal des opérateurs multilinéaire) Un idéal des opérateurs mul-
tilinéaire (ou multi-idéal) M est un classe d’opérateur multilinéaire borné telle que pour
tout Xq,...,X,, etY des espaces de Banach on a :

(a) L’ensemble M(X1,...,Xn;Y) est un sous espace de L(Xy,...,X,,;Y) qui contient
L Xq,.... X Y)

(b) Propriété d’idéal : si T € M(Xy,...,Xm;Y),u; € (Ej;X;) et v € (Y, F) alors
voTo(uy,...,un) € M(E\,...,Ey; F)De plus, si||.||p : M — RY satisfait :

(i) ( M(X1,..., Xm;Y), ||.llm) est un espace de Banach

(ii) ||A™ k™ — k; A" (D), a0y =20 .x(m)Hm =1

() 0 T (. )| < Nl £ ol 171

Nous allons donner la notion des opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant

en utilisant les suites fortement p-sommant

Définition 2.1.3 Soient 1 < p < oo, m € N et X;, Y des espaces de Banach (j =

1,...,m). Un opérateur m-linéaire T' € L (X, ..., X;; Y') est Cohen fortement p-sommant
St
(1) CON (#)yo0 N
T(x; /.. x; ) € 1,(Y) pour tout ()2, € lyp(X;),7=1,....,m
i=1

1.e. l'opérateur

To by (X0) X oo X (X)) = 1Y)
(@2 @™z = (1)

est bien défini

L’espace des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommant de X; x - - - x X, dans

Y, noté ECoh,p (Xl, cery Xm; Y)

Proposition 2.1.4 Soient T € L(X1,...,X\;Y) et 1 < p < o0, Alors les propriétés

suivantes sont équivalents
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(i) T est Cohen fortement p-sommant

(1) 1l existe une constante C' > 0 telle que

1 1
o0 [e.e] mp o) mp
1 m 1 m m)||m o0
D@, >>>\§0<Zuas§>u ) ---(Zuxﬁ l ) (i)
i=1 =1

p*w
i=1
pour tout (xz(j))g’il € lmp(X;), 5 =1,...,m et tout (p;)2; € 1)(Y™)
(731) Il existe une constante C' > 0 telle que
1 1
3 M TS T £ o SN NP RS
P ARy ))‘SC > Ml (D Ml 100z e o
i=1 i=1 i=1
(2.1)
pour tout n € N, xz(-j) ceXj, €Y i=1...n,5=1,....m
(iv) 1l existe C > 0, telle que
1
n n m P
1 m j n
> fedal, | s (ZHIIx?)Hp) edilloy  (22)
i=1 i=1 i=1

pour tout nEN,xEj)EXj, p,eY i=1...n,5=1,....m

(v) Il existe une probabilité de Radon p sur Bys« telle que pour tout
(M, ... M) € X x ... x X,, et tout p € Y*

1
P7

P*du@**)) (2.3)

(T, ..., 2™ )] < Clla®||... []a™]] (/B |o(y™)

Yok

Démonstration. (i) = (i7)T est Cohen fortement p-sommant, alors 'opérateur

T: 1%(Y*) X l(X1) X o X Lyp(X) — Iy
((e)zn @2y, @™)z) = (e, a™))

est bien défini et (m + 1)-linéaire

Soit (z1)52 € L (Y*) X lp(X1) X -+ X Ly (X)) avec :

27 @ € L) X b (X0) X X LX)
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telle que

oo 1 oo m)\oo [e'e) 1 [e'e) m)\ oo
Tk = <<<Pk,i)i:1» (I;ﬁ,?)i:p ces (xl(g,i))i:1> et x = ((%‘)z‘:la (fz( ))i:h cees (xg ))i:1>

T 1 m ° o 1 m o0
T(@) = (euuTal) o al) " T@) = (TGP, o))
On démontre que
nous avons klim a:,(jz = azgj ) et klim gp,(jz = cpl(j ) alors
pour tout 2 € N on a :
. 1 m 1 m
lim o (T(ay), o ai)) = o T, oaf™))
car T' et ;. ; sont continues, alors
lim T(z) = T(z)
Ce qui implique que T a une graphe fermé, donc il est continu
1 m = 00 1)\oo m)\ oo
S|l = Tz @Dz @z,
i=1
e 1)\oo m)\ oo [e's)
< 7@z @™z i)z,
mp mp

Nous prenons C' = Hf H
(i1) = (1) Evidente
(idi) = (1) Soit ()2} € lup(X;), j = 1,...,m et ()2, € [¥(Y*) alors
> @, 2™ = sup (z T, ,x§m’>\)
=1 n =1
y\n m)\n n
< sup (Ol 1™l 1))

1)\ oo m)\ oo [e%e]
= @)l - 1@ o (05221

p*,w

(17) = (i) On a

>

=1

1 1

1 m 1 m " = m m mjp o0
T, a™))] so(Z||x§>|| ) (anﬁ l ) ([CNL
=1 =1

p*w < 0
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(73i) = (iv) En remplacant x;

(iv) = (¢i7) En utilisant I'inégalité de Holder dans (2.2),

trouve

>

=1

(iv) =
(v) =

Alors

n
2.
=1

On pose ||T||conp

Remarque 2.1.5 SiT € Loony (X1, ...

oM, af

n

D

=1

(v) Voir [AMO7]

(iv) On a

T, a™))]

IN

IN

0) par

P (T, 2| < (
=1

(T, . 2| < Olle®][... [l (/
B

Q

Q
11

[

@
Il
—

(=

@
Il
—

Q

[

@
I
—

Q

€X: -
¢ Tl

i=1

X Y) alors :

1T < 11T Mlconp

24

(i)

Yok

B

2

hS]
N—
S|

S =

dans (2.1) on trouve

SIS

[L 1 ||p)

|90(y**)|p*du(y**))

(y™)

(5 (5

1

p(
y

1

I3

m p n
™) ) o

@z)?:l | |w7P*

1 1 (m
avec = = — + .-
P mp+

>>>\SO<ZH$§”W> --~(erw£m>ump> i)
i=1 =1

sup i |

**EBy** =1

= inf{C vérifiant (2.1)}, de plus on a ||T||con, = ||

)

1
*

1

) u(y**)>p7
rOl duly) )

(fo** 2:31 Iw(y**)!”*du(y**)>
y™)

D
p* )

1

+ — on

mp

)

1

(2.4)

1
pT

1
p*



En effet pour montré (2.4), on pose n = 1 dans (2.1)

Proposition 2.1.6 Soit 1 < p < co,alors (Lconp (X1, ooy X3 Y) ,||-||conp) est un espace
de Banach
Démonstration.

1. Leonp (X1, ..., Xin; YY) est un espace vectoriel normé ?

(a) Soient T', S € Loohy (X1, X1 Y), (), € X; (1< j < m)et
(pi)iy € Y*on a

> [T+ ). o))
= S, Sl
ggﬁmw,ﬁ%wg%ww,w%w
suwmﬁwmmﬁwmmmm>

Donc T'+ S € Leoony (X1, oo, X3 Y) , et
T + Sllcony < |ITlconp + [1S]|conp
(b) Soit a € k,T' € Leonp (X1, ..., Xin; Y)
> [el@n e, aM)| = T aar@l. )
= o] 2 [T, af™))
< JolliTlcons Tl 0

Donc aT € Leoonp (X1, -0y X3 Y) , €t

prw

& llcony < lel [ Tllconp

D’autre part

Tlcony = |I=(@T)||conp

\71|H04THcoh,p pour « #0

IA
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Ce qui implique |e|[[T|conp < [[aT||con.p,
D’ou

T |conp = ] [[T]lconp
le cas a = 0 est évident

(c) Dapres (2.4), ||T|| < ||T||conp =0« ||T|| =0 alors T =0

2. Loonp (X1, ..., X3 Y) est un espace de Banach ?

Soit (7},)°, une suite de Cauchy dans (Lcoonp (X1, s X3 Y) , ||-||conp)- on &
T < ||T%|]conp, donc (T7,)52, est une suite de Cauchy dans £(X7, ..., X;; Y).
On pose

lim T, = T € L(X1,..., Xpn; Y)

On démontre que T' € Leoonp (X1, ..., X3 Y) 1), est Cohen fortement p-sommant
on a fn D lnp(X1) X oo X Lyp(X)  — 1, (Y) est bien défini, de plus

||T\n|| = ||T0||con.ps (fn)z":l est une suite de Cauchy dans

L(Lmp(X1) X+ Xl (X)) 1,(Y)), donc il existe A € L(1y,(X1) X Xlp( X ); 1, (Y))
telle que lim fn =A.

n—oo

Pour tout (xz(-j))fil € lnp(X;) (j=1,...,m), on pose

(g)2y == AW 2=, e L(Y)

Soit € > 0, alors il existe ng € N telle que

T2, al™) =yl < T, 2, = )2l
< T, 2R = )2 les
= (T, 2™, — A, a2 ey
< el @) fmp - ||<a:§m )24 lmp

pour tout n > ng, donc lim T,,(x 51), o ,x<m)) =y; ,Vi € N, alors

3
n—oo

T(xz(»l), . x(-m)) =y, Vi €N,

a2

26



et
T (ztV (Mo = (1), € L(Y), V()2 € Ly (X,
(Tl 2y 7)i2 = W)z € L(Y), V(277)21 € Lng( j)

7

alors T: Ly(X1) X -+« X Lp(Xp) — 1,(Y) estbiendéfiniet T € Loony (X1, X3 V),
donc Leonp (X1, ..., Xin; Y) est un espace de Banach.

Proposition 2.1.7 Leoony (X1, ..., Xin; Y)  est un Banach multi-idéal.

Démonstration.

1. Ef(Xl, .. ,Xm,Y) C ‘C’Coh,p (Xl,,Xm,Y)

Soient (297, € X; (1<) <m), (¢;)ic, € Y*et 2 € X7, il suffit de montrer que

2

| 'opérateur ' = 2] ® ... ® x), ® y est Cohen fortement p—sommant, par 'inégalité

de Holder on a

> i@, a™)|
= 3 feteil™) .o
= 3 frite)- o @)
s|mm~wﬁmﬁm¢Wwwwmumwﬂ

1 a1

1 1
< ®[| ... * Xn: (1) [ymp " .. Xn: (m) ||mp " Xn: ) p* !
< il ol { 2 ll1 > llaf™| > 2w

1
m . n p*\ »*
= Ntz ol TGyl (o))
J= 1=
1
m . n . p*
suﬂw~meMHHH@%xmmam( mmav)
Jj=1 z€By \i=1
=Hﬁw~WMHM|qu@%gmmm%mﬂmw
]:
alors T € Leohp (X1, X3 Y) €t de plus [|T]|conp < [[25]] -+ [Jz5]] |ly]] , dautre
part
Nzl -l Wyl = 1T < T cony A0t [|T][conp = 125]] - ] |ly]]
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2. Soient T' € ‘CCoh,p (Xl, 7)(7,,“}/) s Uj € E(EJ,XJ), ] = 1, ..o.m, et Ve E(Y, Z),SOlt

el "€ FE; (p,), € Z*nous utilisons la remarque (1.1.4) on obtient
=1 J 1/1=1

7

n

2

’I’L

e(VoTo (U, U, e™)
= X ><T<U1<e<”>,...,Um<e§m>>>>)
Tlcons TNl 10 V)

I TlleonpllUAll - [[Umll TT 1)l V1122l
]:

m .
= IVIITleanp Tl 1l TT (N2 lmp (91)P1e a0
J:

IN

IN

Donc VoT o (Uy,...,Un) € Loony (Ery ... Eny Z) et
[V oTo(U,....,Unllcony < IVIIITl|conpl|Utl] - -+ [|Unl|

Donc Leonp (X1, -..; Xin Y) est un Banach multi-idéal.

2.2 Les opérateurs multiple Cohen fortement p—sommants

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1 Soient 1 < p < oo, m € N et X; |Y des espaces de Banach (j =

1,...,m). Un opérateur m—linéaire T € L (X1,..., X;n;Y) est multiple Cohen forte-

ment p-sommant i <T( m- x(-m))> € 1,(Y) pour tout < m) € 1,(X;),
11,000 EN =1

7,17 ? M lm,
77777

j=1...,m,

1.e. l'opérateur

T: L(X)) X x L(Xp) — 1Y)
(@D @) = (TG, e,

est bien défini
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L’espace des opérateurs multiple Cohen fortement p-sommant de X; x --- x X,,, dans

Y, noté EmCoh,p (Xl, ceey Xm; Y) .

Notation 2.2.2 On note par

Proposition 2.2.3 Soient T € L(X1,...., Xn;Y) et 1 < p < oo, Alors les propriétés
sutvantes sont équivalents
(1) T est multiple Cohen fortement p—sommant
(1) 1l existe une constante C' > 0 telle que
0
2

1seim=1

o T, < 0 (#7)

1 H(SDil,...,im)z'l,...imeN ot

e

pour tout (z) " € 1,(X;), j=Loom et tout (9, )incien € E(Y)

(1ii) 1l existe une constante C > 0 telle que

>

i1, im=1

H (Soil,...,z‘m)?l,...im:l
p

p*’w

G T, i) < € (27

n
1=

(G

pour tout n € N,xl(j) €Xj, 0, €Y i=1...n,j=1,....m

1

(2.5)

Démonstration. (i) = (i7)1 est multiple Cohen fortement p—sommant, alors I’opérateur

T: 19(Y%) % (X)X - X L(X;n) =

M\~ (m)\ > 1) (m)
(((Pil,,,,’im)il,‘..imGNa (xil >2'1:1 oty (mim >im:1) — (Soil,...,im (T (xil PR 7xim )))il,...,imeN

est bien défini et (m + 1)-linéaire

Soit (wx)52; € L (Y™) X [p(X1) X -+ x [,(X,,) avec :

T =S @ € LY X B (K1) X oo X B (Xi)
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telle que

1 > m &
T = ((Pkﬂ'hm,im)il,...im€N7 (x]E;7'L)1> PRI (xl(ﬁ:,z7)n> ) )

i1=1 im=1

v = [ Vi EOR CON
= Piterryin i1 im €Ny i1 ). gy im |
i1=1 im=1

T 1 m
o = (e (e,

T(aj) fd ((pih...,im <T (Igll), e ,IE::))))ZI o en

lim T'(z,) = T(z)

k—o00

On démontre que

@) ) : —
nous avons lim x;; = x;” et lim ¢, ;, = p;,alors
k—oo k—o0

pour tout : € N, j=1,... ., m,et iy,...,7, €N ona:
: 1) (m) \Y) _ 1 (m)
khjgo Phiityeeesim <T (l‘k’il, e axk,im>) = Pityeim (T (%1 e Ty, >>

car T' et p; sont continues, alors

lim T(z,) = T(z)

k—o0

ce qui implique que T a une graphe fermé, donc il est continue

1 m ~ 1)\ *® m)\
£ ot ] = (b ()7 (5)°)
11 5eeestm=1 1= G = 1
PN (2™
S HTH H(mz >1:1 » H(xz )z:l H(('OZL -,im)ll ..... im €N p*w

p

Nous prenons C' = Hf

|

(i) = (i1) Soit (+0)22, € L,(X;) , j=1,....met (95, i Virninen € (Y™
Alors

1 m 1 m
> e @@l = sup< > soh,...,,-m<T<x§J,'..mEm)))\)

i1yeim=1
< sup (CHH(%’EJ))AH ([ T p*,w>
j=1 T
SO
i=1 =1

” (‘Pil,...,im)il,...,imeN
p

~

prw

p ’



(i) = (7) On a

(pil,...im(T(xz(ll)v e »5”57:)»‘ <C H(mgl)>i=1

Alors T € ﬁmCoh,p (Xl, e Xm; Y)

(i1) = (i71) Evidente m

e
p =

On pose ||T||mconp, = inf{C vérifiant (2.1)}, de plus on a ||T|mconpy = ||T]

Remarque 2.2.4 SiT € Lyconp (X1, ..., X3 Y), alors :
T < T [|mcoh.p

En effet pour montré (2.6), on pose n = 1 dans (2.5)

Proposition 2.2.5 Soit 1 < p < 00, alors (Limconp (X1, -os X3 V), ||-||conp) est un es-

pace de Banach

Démonstration.

L. Locohp (X1, ..., X;n; Y) est un espace vectoriel normé ?

a) Soient T, S € Lonconn (Xis-s Xon: V), 29 € X, et o,
5P 7 J 9021

y=1,...,n,7=1,...,m

on a

< (1T lhmcony + 11Slmeans) TT || (=)
=1

n
1=

1

Donc T'+ S € Liconp (X1, ooy Xim; Y) , et

T + Sllmconp < T lmcohp + [|1S]lmconp

31
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(b) Soit o € k, T € Lnconp (X1s ooy X3 Y) -

n

1 m
Soily...,%n((aT)(xZ('l)’ e ’xz(‘m))>‘

1 m
Sp’h ..... lm(aT(l‘El)”xEm)))‘

1
ST S A )]
i1, im=1
m .
< ol 1leons TT[|(+7) | 16010t cinmtly
i=1 N

Donc T € Lyconp (X1, ..., X3 Y) , et

aT[[mconp < |a] [|IT|[mconp
D’autre part

1Tl lmconp =I5 (@T)|lmcons

ur a # 0

IN

L1aT llmcon
Ce qui implique |a| ||T||mconp < || ||mcon.ps
D’ou
|aT |lmconp = ||| T |[mconp
le cas a = 0 est évident.

(c) Dapres (2.6), [[T]| < |[T|moony =0 < [[T]| =0 T =0

2. Locohp (X1, ..., Xin;Y) est un espace de Banach ?
Soit (7,)5°; une suite de Cauchy dans (Lconp (X1, oy X3 Y) o |]-||mconyp) -0n a
Tl < ||| lmconp, done (T3,)22, est une suite de Cauchy dans £(X7, ..., X,,; Y).
On pose
lim T, =T € £(X1, ..., Xpn; V)

On démontre que T € Lyconp (X1, Xin; Y) T, est multiple Cohen fortement
p-sommant alors : 7}, : [,(X1) x - x 1,(X,) — [,(Y) est bien défini, de plus

32



Tl = [Tl lmconps (T5)22, est une suite de Cauchy dans £(1,(X1)X- - -X1L,(X,,); L, (Y)),

n=1
donc il existe A € L(I,(X1) X -+ X 1,(X,,);,(Y)) telle que lim T, = A.
()

i

(Yir,oosin i ,oinen 1= A ((xz(-ll))h:l yee (%(;n))l :1)' ‘ € ,(Y)

i1y esim €N

Pour tout (x;”)2, € [,(X;) (j =1,...,m), on pose

Soit € > 0, alors il existe ng € N telle que

||Tn(x(1) s 71.(7”)) - yi1,...im

i1 Tm
< H(Tn(:v§11), e ,351('::)))2'1,...%61\1 — (Yir, i )ir,imeN
Cp

() () ) A () ()

Y =1 ™ ) =1 V=1 " im=1/ o,
< e =) ], 1)

i=1llp i=1llp

pour tout n > ng, donc lim Tn(xgll), . ,xg;n)) = Yir,..im» V1 € N, alors
T(.%',Sll), e ,l‘g::)) = y’h,..-im? VZJ € N,

et
7 (D MY, ). LYY V(29N 1 (X,
( n(x’il A ’:L"L'm ))'Ll ----- im€N (ylly---%L)Zl ----- im €N € p< >’ (‘/EZ )Z:1 € p( ])

alors T - L(X1) x - x 1,(X,,) — [,(Y) estbiendéfiniet T € Lyyconp (X1, .y X3 Y),
donc Liconp (X1, ..., Xm; Y) est un espace de Banach

Proposition 2.2.6 Tout opérateur multilinéaire Cohen fortement p-sommant est mul-

tiple Cohen fortement p-sommant, de plus on a :

T llmcony < [[T]lcon.p

Démonstration. Soit T € L,,conp (X1, ..., X3 YY), d’apres (2.3) il existe une probabilité
de Radon p sur By telle que, pour tout (z™,...,2(™) € X; x...x X,, et tout ¢ € Y*

1
p*

(@@, 2™ )] < Clla®] ] </B o (y™)

Y **

v du(y**))
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Alors
1

1 m 1 m k) [p* ok i
i Tt < U2 ([ o ity
Y **

pour tout a:z(j) €Xj ety , €Yii=1....n,i=1...,n,j=1,....,m

Par 'inégalité de Holder on a

1 m
S o™ @2l
21,.. ,zm 1
1
<oy (21821 (S i 0 i) )
21 4eeytm =1 . N
- ) MR RS g )
<ol X (=) S oy P G ()

Ulyestm =1 1/17 Sim=1

= C ZHxE”IIp) (lea:m)llp) (IBY** D I (e [ u(y**)>
=1 1

115yt =1
< @) 1)
i=1llp

1
n P
sup |l i (y**)’p*
=1 D ('y**GBY** i1’§:1 !
= =) ], 1) :
i=1llp i=1

P H (Spilv---im)i17,,,im:1

p*7w

Proposition 2.2.7 L,,conp (X1, ..., Xm;Y) est un Banach multi-idéal.

Démonstration.

1. ,Cf(Xl,. . Xm,Y) C EmC’oh,p (Xl,...,Xm;Y)

Soient (zY)1, € X; (1 < j < m), (#i,...

i )n - _, €Y et xy € X7, il suffit de
m/ i1, im=1

montrer que 1 'opérateur 7' = 2] ® ... ® ), ® y est Cohen fortement p—sommant,
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par l'inégalité de Holder on a

1 m
O N A )]
115yt =1

AN
=
=
3
=
3
§
%“
S

1 1
* * - 1 m b ’ . -\
suwlu---rmmu( > (a1 ;;u)) ( S e im<y>’°)
i1 i1 N
n n P n *«\ P*

* * 1 m p
=[] 2] ||y||<2||x£->||p) ---<Z||as£ >||p> ( Do P () )

< il ||xm||||y||<z||x ) (ZHw ||p> p ( S %<Z)p*)pa
= |[23]] - [la5 ] [lyl] H( (1> H< ) in

hSAl

77777

p*w
alors T' € Lconp (X1, -, Xim; Y) et de plus ||T[mconpy < [[27]] - - [[27,]] [|y]] ,d’autre
part
2511 eyl = [0 < 11Tl lmcoh.p done

T llmcony = M1l - [l {l]]

. Soient T € EmCoh,p (Xl, ...,Xm;Y>,Uj € ﬁ(Ej;Xj), j=1,...m,et V e L:(Y,Z),
Soit (¢/”)iLy € By, (o
obtient :

i )i =1 € Z*, nous utilisons la remarque (1.1.4) on

.....
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Qpil 11 ) ) Tim
11400y im=1
= > @i VT, Unel)
i1,enim=1
< AT lacons TT || (05E) _ | 1@t © VI izt
j=1 -

m
< TV mcony U] [1Unl] T
j=1

= VT lmcons 10311+ 10l TT | (e
j=1

n

(e,

.....

~~~~~

Donc VoT o (Uy,...,Un) € Liconp (B, ..., En;Y) et

||VOTO(U1,..

< Un)llmconp < VTl lmconpl[UL]] - -~ [[Unl|
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Chapitre 3

Les polyndmes m-homogénes Cohen

fortement p-sommants

3.1 Polyndémes m-homogénes

Définition 3.1.1 (Multilinéaire symétrique) Soient X,Y deuzx espaces de Banach.
Soit T : X x ™ x X — Y un opérateur multilinéaire borné, opérateur T' est dit symé-
—_—

trique s’il est tnvariant par rapport a toute permutation des variables, i.e.
Too(x1,....Tm) =T (To)s - Tom)) = T(T1,..., T)
pour tout permutation o

On note L,(™X;Y') lespace des opérateurs multilinéaires continus symétriques. Si on
fait toutes les permutations possibles on peut associer a T" € L(™X;Y) un opérateur
symétrique Ty € L,(™X;Y). Soit T : X X (M x X — Y un opérateur multilinéaire, on
pose

T = % ; Too
L’opérateur T s’appelle opérateur symétrisé de 7', on a

1. SiT e L(mX;Y), alors Ts € L("X;Y)
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2. Ty =T si et seulement si, T est symétrique

3. L’opérateur linéaire S : L("X;Y) — L,("X;Y) : T — S(T) = T est une projec-
tion

A chaque P € L£,(™X;Y), on associe un opérateur (non linéaire) P : X — Y définit

par

P(z) = P(x,™), 2)
qui s’appelle polynome homogene de degré m. On note P("X;Y’) l'espace de Banach des
polynémes homogenes continus de degré m de X dans Y muni de la norme
1Pl = sup{[[P(x)]] - [|=]| <1}
= inf{C:||P(x)|| < C.lz||™ Vx e X}
SiY =k, on écrit simplement P(™X). La correspondance T' «» P établit un isomorphisme

entre P("X;Y) et L,("X;Y)

Proposition 3.1.2 (Formule de polarisation) Pour tout T € L,("X;Y) on a (voir
[Mu;86])

y 1 e
P(xy,...,zp) = o Z €1...6p P (Zej:vj)

j=1
De plus, P est borné sur la boule unité de X si et seulement si, T est borné. Les deux

normes vérifient les inégalités([Muj86])

. m™m
1Pl < 111l < ™ )

3.2 1déal des polynémes m-homogénes Cohen fortement p-
sommants

Définition 3.2.1 (Polynéme de rang fini) Un opérateur polynémiale P € P("X;Y)

est de rang fini s’il est écrit sous la forme

P=x"®y:x— 2"(x)"y

38



ouxr*e€ X etyeVY
L’espace des opérateurs polyndmiales m-homogenes de rang fini sera noté P;(™X;Y)

Définition 3.2.2 (Idéal de polyndéme) Un idéal des polynomes homogénes Q est une
classe des polynomes homogénes continus tels que pour tout m € N et espaces de Banach
X etY, le composante Q("X;Y) =P("X;Y)N Q satisfait

(1) Q(™X;Y) est un sous espace vectoriel de P(™X;Y) qui contient les polynomes de
rang fini

(2) Propriété d’idéal .Si P € Q("X;Y),U € L(E;X), etV € L(Y; Z), alors
VoPoUe€Q(ME;Z)

De plus, si||.]lg: @ — R* satisfait

(1) Lespace (Q("X;Y),||.|la) est un espace normé (de Banach)

2)|IP:k —k; P(z) =12 o =1 pour tout m

(3) Si Pe QmX;Y),U e LIE;X), et Ve L(Y;Z), alors

Vo PoUlg <[IVI[Plg U™
Alors (Q, ||.||g) s appelle idéal des polynomes.

Les opérateurs polyndémiales homogenes de degré m de type Cohen fortement p-sommant

sont définis comme suite

Définition 3.2.3 Un opérateur polynomiale m-homogéne P € P(™X;Y)(X,Y sont deux
espaces de Banach arbitraires et m € N) est Cohen fortement p-sommant (1 <p < 00)
St :

(P(:)i2y € p,(Y)  pourtout ()72 € lmp(X)

L’espace des opérateurs polyndémiales m-homogénes Cohen fortement p—sommant noté

Peonp(™X;Y) est un sous espace vectoriel de P(™X;Y).
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Proposition 3.2.4 P € P("X;Y) est Cohen fortement p—sommant si et seulement si

P € L,("X;Y) est Cohen fortement p-sommant

Démonstration. Supposons que P € Poos (™ X;Y), pour tout (;), € lny(X) on a

1= =1

il s’ensuit que P € Peonp("X;Y).
Inversement, soient P € Peon (" X;Y), et (21)2, € Lnp(X), i =1,...,m

par la formule de polarisation nous avons

~. o0 1 o
(P<lev7*r;m))1:1 = W Ei €1...€m (P (elxi+---+emx§”))i:1 (31)
e;==*x1
1<i<m

Maintenant, puisque /,,,(X) est un espace vectoriel on a

(€121 + -+ + melm)oo

1 € lmp(X) pour tout e, ..., 6, ==+l

Ce qui implique que (P (€121 + -+ + €,27")) 5oy € L,(Y).

Donc d’apres (3.1) et puisque [,(Y) est un espace vectoriel on a

o)
i=1

»

e l,(Y)
Ce qui donne P € Peoonp("X;Y) m

Proposition 3.2.5 Soient P € P ("X;Y) et 1 < p < o0, alors les propriétés suivantes
sont équivalents
(1) P est Cohen fortement p-sommant

(1)l existe une constante C > 0 telle que

=

p*,w

> ledPa)) <€ (Z Hxiumf’)p ()2

40



pour tout (;)72) € lmyp(X) et tout (;)72, € I)(Y™)

(i1i)il existe une constante C' > 0 telle que

[

*
p 7w

> lera < (o) e,
i=1 i=1
pour tout n e Nyz; € X,0, €Y*i=1...n

Démonstration. (i) = (ii) : P est Cohen fortement p-sommant alors, P est Cohen
fortement p-sommant

d’ou :

Sl Pl = 3 lePlas, ... z)| < € (Z Hxinmp)p I

(49i) = (i) Soit (7;)52) € lmp(X) et (p;)2, € (V™) alors

p*,w

=1

< sup C(ZH%HW)) Il (04)i=1
n i=1

C(anium) ()2
=1

S laPa)l = s (£ P

p*,w

p*w

(i1) = (i) Evidente
(i1) = (i71) Evidente m

On pose ||P|s,;,, = inf{C vérifiant (3.2)}.
Remarque 3.2.6 Si P € Pcon,("X;Y), alors
1PI] < [1P]con.s

Proposition 3.2.7 Soit 1 < p < oo, alors (Peonp("X;Y),||-||conp) €st un espace de

Banach
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Démonstration. Soit (P,),en une suite de Cauchy dans Peop,("X;Y), on a
[|Pn — Pull < ||Pn — Pullcohp, donc (Pp)nen est une suite de Cauchy dans P("X;Y) qui

est un espace de Banach (voir [Muj86]) , alors converge vers une limite P € P("™X;Y).
Ve > O,Elno € N,V’I\l >n>ng: HPn — PnH < Hpn — PhHCOh,p <€

Pour tout n € N et Vi > ng on a

(P = P)(@))| = 3 lim [u((Po— Py ()]

= lim Y e (P — P ()]

-

7

1
n P
< 1im [Py = Pillcons (Z ||a:@-||mp) @l
s i=1
n P
< € <Z|’$z|‘mp> 1(@a)izt ll e o
i=1
D’ou || P, — P||conp < €. Ceci qui montre que P € Peonp("X;Y). m
Théoréme 3.2.8 (Pcony("X;Y), ||-||conp) est un idéal des polyndémes m-homogénes.

Démonstration.
1. Soient (z;)", € X, (¢;), € Y*et 2* € X*, il suffit de montrer que

1 'opérateur P = 2* ® y est Cohen fortement p—sommant

:zlwi(P(xim - éwi(x*(mmyn
= 3 | (@) ")

=1
n
|!$*||’”;Hxi||m|s0i(y)\
x| |m < mp %
< el (3 sl )

— el (ZHWP)

M=

00 )

(5

n »
< Y|y (;Hxiu ) sup (

2€By

= el ol (35 ™) e

Sl

Y

%(m)

N L
pT\ P*

i=1 )
1
n « p*
S 1ot )

1=

*
pw
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alors P € Pounp("X; Y) et de plus ||Pl|cony < [l2°]1"]|yl|.dautre part
[2*]7 11yl = 1]] < [|Pllconp-donc

[1Pllconp = [l"[["|lyl]

2. Soient P € Peonp("X;Y), U € L(E;X), et V e L(Y;2)

Soient (e;)!, € E, et (¢;), € Z*, nous utilisons la remarque (1.1.4) on obtient :

iilwi«VoPonei)n = iilu«,oiovxP(U(ei)M

IN

p*,w

1
IPlleons (5 106I™) " g0 V)

Sl

IN

1P/l conp 1] (2 ||ei|\mp) VI e

1

— IVIPleona I (;Heiump) o

p*7w

p*w
Donc Vo PoU € Peonp(™E; Z) et

Vo PoUlgo, < VIl oon, IUI™
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