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Introduction

La classe des opérateurs linéaires p-sommants a été introduit par A.Pietsch dans [Pie67]

a une plusieurs applications dans la théorie général des espaces de Banach ; par exemple

cette classe forme une généralisation naturelle pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt

entre deux espaces de Hilbert.

Dans [Pie67, p. 338] Pietsch a montré que l’identité de l1 dans l2 est 2-sommant mais son

adjoint de l2 dans l∞ n’est pas 2-sommant. Pour cella, le concept des opérateurs fortement

p-sommants a été introduit par Joel S.Cohen dans [Coh73] comme une caractérisation de

l’adjoint des opérateurs p∗-sommants. En 2007 et principalement dans [AM07] (Achour

et Mezrag), il est apparu la généralisation de l’idéal d’opérateurs linéaires fortement p-

sommants au cas multilinéaire. Aprés sa en 2010, la version polynômiale de cet concept a

été étudiée par Achour et Saadi dans [AS09]. Récemment, Campos dans [Camp12] fait une

étude des opérateurs multilinéaire Cohen fortement p-sommants en utilisant les espaces

des suites et en plus il est introduit la définition d’un opérateur multiple Cohen fortement

p-sommants.

Notre travail de mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants.

Dans le chapitre1, on donne un aperçu général sur les espaces des suites faiblement

p-sommables, l’espace des suites p-sommables et aussi un nouvel espace qu’est l’espace

des suites fortement p-sommables, on essayera de comparer aussi ces espaces entre eux.

On enchainera par les opérateurs fortement p-sommants (ce sont des opérateurs entre

des espaces de Banach, qui transforment les suites p-sommables en suites fortement p-

sommables), en donnant quelques propriétés utiles tels que quelques résultats récents
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relatifs à cette classe des opérateurs, et on montre que l’espace des opérateurs linéaires

fortement p-sommants est un idéal de Banach.

L’objet du chapitre 2, est d’étudier le concept d’opérateurs multilinéaires Cohen for-

tement p-sommant comme une généralisation naturelle du cas linéaire Mentionné dans le

chapitre précédent. On donnera quelques propriétés élémentaires et quelques théorèmes de

caractérisation pour cette classe. Comme conséquence nous montrons que l’espace des opé-

rateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants est un multi-idéal de Banach. De plus

on citons le concept des opérateurs multiple Cohen fortement p-sommants, on essayera

d’étudier la relation entre les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant et

les opérateurs multiple Cohen fortement p-sommant, et on démontrons que l’espace des

opérateurs multiple Cohen fortement p-sommants est un multi-idéal de Banach.

On termine ce travail par le chapitre 3, en introduisant les concepts des polynômes

m-homogènes Cohen fortement p-sommants. Comme conséquence nous montrons que

l’espace des polynômes m-homogènes Cohen fortement p-sommants est un idéal des

polynômes.
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Chapitre 1

Espace de suites Cohen fortement

p-sommables et leurs opérateurs

1.1 Espaces des suites classiques

Soient n ∈ N, X un espace de Banach et 1 ≤ p, p∗ ≤ +∞ (où p∗ est appelé l’indice

conjugué de p i.e. 1
p

+ 1
p∗ = 1).

On désigne par lp(ou lp(k) l’espace des suites scalaires (λi)
∞
i=1 telles que

∞∑
i=1

|λi|p < +∞.

C’est un espace de Banach pour la norme

||(λi)∞i=1||p =

( ∞∑
i=1

|λi|p
) 1

p

<∞

L’espace l∞ est l’espace des suites scalaires (λi)
∞
i=1 bornées, normé par

||(λi)∞i=1||∞ = sup
i
|λi|

L’espace l∞ est complet pour cette norme. L’espace c0 des suites scalaires (λi)
∞
i=1 telle

que lim
i→+∞

λi = 0. C’est un sous espace fermé de l∞, donc un espace de Banach

Définition 1.1.1 Une suite (xi)
∞
i=1(resp.(xi)ni=1) dans X est p-sommable si la suite sca-

laire (||xi||)∞i=1(resp.||xi||ni=1) est dans lp(resp.lnp ).
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On note lp(X) (resp.lnp (X)) l’espace des suites (xi)
∞
i=1(resp.(xi)ni=1) dansX, p-sommable,

c’est un espace de Banach pour la norme

||(xi)∞i=1||p =

( ∞∑
i=1

||xi||p
) 1

p

<∞ , 1 ≤ p <∞

= sup
n
||xn|| , p =∞

(resp.

||(xi)ni=1||p =

(
n∑
i=1

||xi||p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

= sup
1≤i≤n

||xi|| , p =∞
)

Définition 1.1.2 Une suite (xi)
∞
i=1(resp.(xi)ni=1) dans X est faiblement p-sommable si la

suite scalaire (x∗(xi)
∞
i=1) (resp.x∗(xi)ni=1) est dans lp (resp.l

n
p ) pour tout x∗ ∈ X∗.

On note lwp (X)(resp.ln,wp (X)) l’espace des suites (xi)
∞
i=1(resp.(xi)ni=1) dans X faiblement

p-sommable. L’espace lwp (X) est un espace de Banach pour la norme

||(xi)∞i=1||p,w = sup


( ∞∑

i=1

|x∗(xi)|p
) 1

p

: x∗ ∈ BX∗

 <∞ , 1 ≤ p <∞

= ||(xi)∞i=1||∞ , p =∞

nous considérons les relations de la dualité entre les espaces des suites. On sait que,

si 1 ≤ p < ∞, on a lp (X)∗ = lp∗(X∗) isométriquement et d’après les conséquences de

Hahn-Banach on a

||(xi)∞i=1||p = sup

{∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣∣ : (x∗i )
∞
i=1 ∈ X∗, ‖(x∗i )∞i=1‖p∗ ≤ 1

}
(1.1)

particulièrement, pour X = k on a X∗ = k, alors

||(xi)∞i=1||p = sup

{∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

λixi

∣∣∣∣∣ : ‖(λi)∞i=1‖p∗ ≤ 1

}
(1.2)
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d’autre part d’après (1.2) et les conséquences de Hahn-Banach on obtient

||(xi)∞i=1||p,w = sup

{∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

λixi

∥∥∥∥∥ : ‖(λi)∞i=1‖p∗ ≤ 1

}
(1.3)

et

||(x∗i )∞i=1||p,w = sup
{
‖(x∗i (x))∞i=1‖p : ‖x‖ ≤ 1

}
(1.4)

Proposition 1.1.3 [DJT95]

(a) On sait que lwp (X) = lp(X) pour 1 ≤ p <∞ si seulement si dimX est fini

(b) Si 1 < p ≤ ∞ on a lwp (X) = L(lp∗ , X) isometriquement

(c) Si p = 1 on a lw1 (X) = L(c0, X) isometriquement

Remarque 1.1.4 Si T ∈ L(X;Y ) et (ϕi)
n
i=1 ∈ Y ∗, d’après (1.4) on a

‖(ϕi ◦ T )ni=1‖p∗,w = sup
x∈BX

‖(ϕi(T (x)))ni=1‖p∗

= ||T || sup
x∈BX

∥∥∥(ϕi(T (x)
||T ||

)n
i=1

∥∥∥
p∗

≤ ||T || sup
y∈BY

‖(ϕi(y))ni=1‖p∗

= ||T || ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

1.2 Espace des suites fortement p-sommables

Maintenant nous pourrons définir un nouvel espace des suites qui a été introduit par

Cohen [Coh73]

Définition 1.2.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Une suite (xi)
∞
i=1 est dite fortement p-sommable, si

pour toute suite (x∗i )
∞
i=1 ∈ lwp∗(X∗), la série

∞∑
i=1

x∗i (xi) est convergente. Dans ce cas on note

par lp〈X〉 l’espace des suites (xi)
∞
i=1 dans X fortement p-sommable

Proposition 1.2.2 Soit (xi)
∞
i=1une suite dans X, la série

∞∑
i=1

x∗i (xi) est convergente pour

toute (x∗i )
∞
i=1 ∈ lwp∗(X

∗) si seulement si la série
∞∑
i=1

|x∗i (xi)| est convergente pour toute

(x∗i )
∞
i=1 ∈ lwp∗(X∗)
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Démonstration. ⇒) Soient (x∗i )
∞
i=1 ∈ lwp∗(X∗), et (xi)

∞
i=1une suite dans X :

pour k = R on pose

ψi =

 x∗i , if x∗i (xi) ≥ 0

−x∗i if x∗i (xi) < 0

et pour k = C, on pose ψi = x∗i e
−iθi , telle que θi = arg(x∗i (xi)), dans les deux cas

la série
∞∑
i=1

ψi(xi) est convergente car (ψi)
∞
i=1 ∈ lwp∗(X∗), alors

∞∑
i=1

|x∗i (xi)| =
∞∑
i=1

ψi(xi) <∞ donc la série
∞∑
i=1

|x∗i (xi)| est convergente

⇐) Soient (x∗i )
∞
i=1 ∈ lwp∗(X∗), et (xi)

∞
i=1 ∈ lp〈X〉 :

on a
∞∑
i=1

x∗i (xi) ≤
∞∑
i=1

|x∗i (xi)| <∞

Théorème 1.2.3 L’espace lp〈X〉 est un espace normé muni de la norme définie par

||(xi)∞i=1||C,p = sup

{∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣∣ : ||(x∗i )∞i=1||p∗,w ≤ 1

}

Démonstration. Soit (xi)
∞
i=1 dans lp〈X〉.On doit montrer que ||(xi)∞i=1||C,p est finie. Soit

T une forme linéaire sur lwp∗(X
∗) définie par

T ((x∗i )
∞
i=1) =

∞∑
i=1

x∗i (xi).

On définit la suite (Tn) des formes linéaires sur lwp∗(X
∗) par

Tn((x∗i )
∞
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi).

On peut voir que Tn est continue pour tout n ∈ N et lim
n→∞

Tn = T,"wx et on a lwp∗(X
∗)

est complet . Le théorème de Banach-Steinhaus implique que T est continue et

||(xi)∞i=1||C,p = ||T || <∞

On peut conclure facilement que ||.||C,p est une norme.
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Remarque 1.2.4 (cf. [Camp12])

||(xi)∞i=1||C,p = sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi)| : ||(x∗i )∞i=1||p∗,w ≤ 1

}
Théorème 1.2.5

(1) lp〈X〉 ⊆ lp(X) ⊆ lwp (X) de plus

||(xi)∞i=1||p,w ≤ ||(xi)∞i=1||p ≤ ||(xi)∞i=1||C,p

pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ lp〈X〉

(2) Si p = 1,on a l1〈X〉 = l1(X) et

||(xi)∞i=1||1 = ||(xi)∞i=1||C,p

Démonstration.

1. Soit (xi)
∞
i=1 dans lwp (X), on a

||(xi)∞i=1||p,w = sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
i=1

|x∗(xi)|p
) 1

p

≤ sup
x∗∈BX∗

( ∞∑
i=1

||x∗||pX∗||xi|||p
) 1

p

= ||(xi)∞i=1||p

Ce qui donne : lp(X) ⊆ lwp (X).

D’autre part, d’après (1.1) et l’inclusion Blp∗ (X∗) ⊂ Blw
p∗ (X∗) on peut écrire :

||(xi)∞i=1||p =

( ∞∑
i=1

||xi|||p
) 1

p

= sup
(x∗i )∞i=1∈Blp∗ (X∗)

( ∞∑
i=1

|x∗i (xi)|
)

≤ sup
(x∗i )∞i=1∈Blwp∗ (X∗)

( ∞∑
i=1

|x∗i (xi)|
)

= ||(xi)∞i=1||C,p

Alors lp〈X〉 ⊆ lp(X).

2. Soit p = 1, alors p∗ =∞. Soit (xi)
∞
i=1 dans l1〈X〉, d’après (1.1) on a :

||(xi)∞i=1||C,1 = sup
(x∗i )∞i=1∈Blw∞(X∗)

( ∞∑
i=1

|x∗i (xi)|
)

= sup
(x∗i )∞i=1∈Bl∞(X∗)

( ∞∑
i=1

|x∗i (xi)|
)

= ||(xi)∞i=1||1

Alors

l1〈X〉 = l1(X)
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Proposition 1.2.6 (lp〈X〉, ||.||C,p) est un espace de Banach

Démonstration. Soit (xn)∞n=1 une suite de Cauchy dans lp〈X〉 telle que xn = (xn,i)
∞
i=1 :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀k, ḱ > n0 : ||xk − xḱ||C,p < ε

d’après le théorème précédente on a

||xk − xḱ||p ≤ ||xk − xḱ||C,p < ε

donc (xn)∞n=1 est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach lp(X). On pose

lim
n→∞

xn = x, et x = (xi)
∞
i=1

On a

||xk − xḱ||C,p = sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi,k − xi,ḱ)| : ||(x
∗
i )||p∗,w ≤ 1

}
< ε

En faisant tendre ḱ vers ∞, cela donne

sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi,k − xi)| : ||(x∗i )||p∗,w ≤ 1

}
< ε

Ce qui implique que ||xk − x||C,p < ε. Alors

||x||C,p = sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi)| : ||(x∗i )||p∗,w ≤ 1

}

= sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi − xi,k) + x∗i (xi,k)| : ||(x∗i )||p∗,w ≤ 1

}

≤ sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi,k − xi)| : ||(x∗i )||p∗,w ≤ 1

}
+ sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (xi,k)| : ||(x∗i )||p∗,w ≤ 1

}
< ε+ ||xk||C,p
< ∞

alors x = (xi)
∞
i=1 ∈ lp〈X〉.
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Proposition 1.2.7 ln,wp (X)∗ = lnp∗〈X∗〉 isométriquement, pour 1 ≤ p ≤ ∞

Démonstration. On définit l’application

ψ : lnp∗〈X∗〉 → ln,wp (X)∗

(x∗i )
n
i=1 7−→ f

telle que

f((xi)
n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi), (xi)
n
i=1 ∈ ln,wp (X)

Il est claire que ψ est linéaire, d’autre part pour tout (xi)
n
i=1 ∈ ln,wp (X) on a

|f((xi)
n
i=1)| ≤

n∑
i=1

|x∗i (xi)|

≤
n∑
i=1

∣∣∣ x∗i (xi)

||(xi)ni=1||p,w

∣∣∣ ||(xi)ni=1||p,w

≤ sup

{
n∑
i=1

|x∗∗i (x∗i ) | : ||(x∗∗i )ni=1||p,w ≤ 1

}
||(xi)ni=1||p,w

= ||(x∗i )ni=1||C,p∗ ||(xi)ni=1||p,w

alors ||f || ≤ ||(x∗i )ni=1||C,p∗ ,

d’où ||ψ((x∗i )
n
i=1)|| ≤ ||(x∗i )ni=1||C,p∗

Ce qui implique que l’application ψ est continue avec ||ψ|| ≤ 1

Pour la surjectivité de ψ, soit f ∈ ln,wp (X)∗. On pose x∗i = f ◦ ϕi, telle que ϕi est

l’injection canonique de X dans ln,wp (X) avec

ϕi(x) = (δijx)j

où

δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j

Il est claire que (x∗i )
n
i=1 ∈ X∗ et f((xi)

n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi) pour (xi)
n
i=1 ∈ ln,wp (X) donc

ψ((x∗i )
n
i=1) = f
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Il reste à montré que ||(x∗i )ni=1||C,p∗ ≤ ||f ||. Soient x∗∗1 , . . . , x∗∗n ∈ X∗∗, ε > 0, et F

le sous espace engendré par {x∗∗1 , . . . , x∗∗n }, d’après "principe of local reflexivity" (voir

[Dea1973]), il existe S ∈ L(F ;X) telle que ||S|| ≤ 1 + ε et

x∗i (Sx
∗∗
i ) = x∗∗i (x∗i ), i = 1, . . . , n

On a

|
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )| = |
n∑
i=1

x∗i (Sx
∗∗
i )| = |f((Sx∗∗i )ni=1)| ≤ ||f || ||(Sx∗∗i )ni=1||p,w

De plus

||(Sx∗∗i )ni=1||p,w = sup

{
||S(

n∑
i=1

λix
∗∗
i )|| : ‖(λi)‖p∗ ≤ 1

}

≤ (1 + ε) sup

{
||

n∑
i=1

λix
∗∗
i || : ‖(λi)‖p∗ ≤ 1

}
= (1 + ε)||(x∗∗i )ni=1||p,w

Ce qui donne |
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )| ≤ (1 + ε)||f || ||(x∗∗i )ni=1||p∗,w

|
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )| ≤ (1 + ε)||f || ||(x∗∗i )ni=1||p∗,w

Alors

sup

{
|

n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )| : ||(x∗∗i )ni=1||p∗,w ≤ 1

}
≤ (1 + ε)||f ||

Ce qui donne

||(x∗i )ni=1||C,p∗ ≤ ||f ||

Alors l’application ψ est linéaire isométrique et surjective qui permet d’identifier le dual

de ln,wp (X) avec lnp∗〈X∗〉

Proposition 1.2.8 lnp 〈X〉∗ = ln,wp∗ (X∗) isométriquement , pour 1 ≤ p ≤ ∞

Démonstration. On définit l’application

ψ : ln,wp∗ (X∗) → lnp 〈X〉∗

(x∗i )
n
i=1 7−→ f
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telle que

f((xi)
n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi), (xi)
n
i=1 ∈ lnp 〈X〉

Il est claire que ψ est linéaire, d’autre part pour tout (xi)
n
i=1 ∈ lnp 〈X〉 on a

|f((xi)
n
i=1)| ≤

n∑
i=1

|x∗i (xi)|

≤
n∑
i=1

∣∣∣ x∗i (xi)

||(x∗i )ni=1||p∗,w

∣∣∣ ||(x∗i )ni=1||p∗,w

≤ sup

{
n∑
i=1

zi(xi)| : ||(zi)ni=1||lwp∗ (X∗) ≤ 1

}
= ||(x∗i )ni=1||p∗,w||(xi)ni=1||C,p

alors ||f || ≤ ||(x∗i )ni=1||p∗,w

d’où ||ψ((x∗i )
n
i=1)|| ≤ ||(x∗i )ni=1||p∗,w

Ce qui implique que l’application ψ est continue avec ||ψ|| ≤ 1

Pour la surjectivité, soit f ∈ lnp 〈X〉∗. On pose x∗i = f ◦ϕi, Il est claire que (x∗i )
n
i=1 ∈ X∗

et f((xi)
n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi) pour (xi)
n
i=1 ∈ ln,wp (X) donc ψ((x∗i )

n
i=1) = f.

Il reste à montré que ||(x∗i )ni=1||p∗,w ≤ ||f ||. si ||x|| ≤ 1 et ‖(λi)‖p ≤ 1 on obtient

||(λix)∞i=1||C,p = sup

{ ∞∑
i=1

|x∗i (λix)| : ||(x∗i )∞i=1||p∗,w ≤ 1

}

≤ ‖(λi)‖p sup


( ∞∑

i=1

|x∗i (x)|p∗
) 1

p∗

: ||(x∗i )∞i=1||p∗,w ≤ 1


≤ ‖(λi)‖p ||(x∗i )∞i=1||p∗,w
≤ 1

alors

||(x∗i )ni=1||p∗,w = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗i (λix)

∣∣∣∣∣ : ‖(λi)‖p ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1

}

≤ sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣∣ : ||(xi)ni=1||C,p ≤ 1

}
= ||f ||
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Alors l’application ψ est linéaire isométrique et surjective qui permet d’identifier le dual

de lnp 〈X〉 avec l
n,w
p∗ (X∗)

1.3 Idéal des opérateurs linéaires Cohen fortement

p-sommants

Définition 1.3.1 (opérateur de rang fini) Un opérateur linéaire T continu de X dans

Y est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme

x∗ ⊗ y : X −→ Y

x 7−→ x∗ ⊗ y(x)

= x∗(x)y

où x∗ ∈ X∗ et y ∈ Y

L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté Lf (X;Y )

Définition 1.3.2 (Idéal des opérateurs linéaire) Un idéal des opérateurs linéaire I

est une classe d’opérateurs linéaires bornés tels que pour tout X et Y des espaces de

Banach on a :

(a) L’ensemble I(X;Y ) est un sous espace de L(X;Y ) qui contient Lf (X;Y )

(b)Propriété d’idéal : si T ∈ I(X;Y ), U ∈ L(E;X) et V ∈ L(Y ;F )

alors V ◦ T ◦ U ∈ I(E;F )

De plus ,si ||.||I : I 7−→ R+ satisfait :

(i) (I(X;Y ), ||.||I) est un espace de Banach

(ii) ‖A : k 7−→ k;A(x) = x‖I = 1

(iii) ‖V ◦ T ◦ U‖I ≤ ||V ||||U ||||T ||I
alors I(X;Y ), s’appelle idéal de Banach des opérateurs linéaires
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1.3.1 Les Opérateurs Cohen fortement p-sommants

Définition 1.3.3 Soient 1 < p ≤ ∞, et X, Y des espaces de Banach. Un opérateur

linéaire T ∈ L (X;Y ) est Cohen fortement p−sommant s’il transforme toute suite p-

sommable à une suite fortement p-sommable

i.e. l’opérateur

T̂ : lp(X) → lp〈Y 〉

(xi)
∞
i=1 7→ (T (xi))

∞
i=1

est bien défini

L’espace des opérateurs linéaires Cohen fortement p−sommant de X dans Y , noté

Dp(X;Y )

Proposition 1.3.4 Soient T ∈ L (X;Y ) et 1 < p ≤ ∞, alors les propriétés suivantes

sont équivalents

(i) T est Cohen fortement p-sommant

(ii) Il existe une constante C > 0 telle que

∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| ≤ C ‖(xi)∞i=1‖p ‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ lp(X) et tout (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp (Y ∗)

(iii) Il existe une constante C > 0 telle que

n∑
i=1

|ϕi(T (xi))| ≤ C ‖(xi)ni=1‖p ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w (1.5)

pour tout n ∈ N, xi ∈ X,ϕi ∈ Y ∗, i = 1, . . . , n

Démonstration. (i)⇒ (ii) T est Cohen fortement p-sommant, alors l’opérateur

T̃ : lwp∗(Y
∗)× lp(X) → l1

((ϕi)
∞
i=1, (xi)

∞
i=1) 7→ (ϕi(T (xi)))

∞
i=1

est bien défini et bilinéaire
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Soit (xk)
∞
k=1 ∈ lwp∗(Y ∗)× lp(X) avec :

xk
k→∞−→ x ∈ lwp∗(Y ∗)× lp(X)

telle que  xk =
(
(ϕk,i)

∞
i=1, (xk,i)

∞
i=1

)
, et x = ((ϕi)

∞
i=1, (xi)

∞
i=1)

T̃ (xk) =
(
ϕk,i(T (xk,i))

)∞
i=1

, T̃ (x) = (ϕi(T (xi)))
∞
i=1

On démontre que

lim
k→∞

T̃ (xk) = T̃ (x)

nous avons lim
k→∞

xk,i = xi et lim
k→∞

ϕk,i = ϕi, alors pour tout i ∈ N on a :

lim
k→∞

ϕk,i(T (xk,i)) = ϕi(T (xi))

car T et ϕk,i sont continues, ce qui donne

lim
k→∞

T̃ (xk) = T̃ (x)

ce qui implique que T̃ a une graphe fermé, alors il est continue et
∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| =
∥∥∥T̃ ((ϕi)

∞
i=1, (xi)

∞
i=1))

∥∥∥
l1
≤
∥∥∥T̃∥∥∥ ‖(xi)∞i=1‖p ‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

on prenons C =
∥∥∥T̃∥∥∥

(iii)⇒ (ii) Soit (xi)
∞
i=1 ∈ lp(X) et (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp (Y ∗), alors

∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| = sup
n

(
n∑
i=1

|ϕi(T (xi))|
)

≤ sup
n

(
C ‖(xi)ni=1‖p ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

)
= C ‖(xi)∞i=1‖p ‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

(ii)⇒ (i) On a
∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))| ≤ C ‖(xi)∞i=1‖p ‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w <∞

(ii)⇒ (iii) Évidente

On pose dp(T ) = inf{C vérifiant (1.5)},de plus on a dp(T ) = ||T̃ ||
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Remarque 1.3.5

i)Pour montrer que T ∈ Dp(X;Y ), il suffi t de démontrer (1.5)

ii)Si T ∈ Dp(X;Y ) alors :

||T || ≤ dp(T ) (1.6)

En effet pour montré (1.6), on pose n = 1 dans (1.5).

Les trois propositions suivantes montrent que la classe Dp est un idéal de Banach

Proposition 1.3.6 Soit 1 < p ≤ ∞,alors (Dp(X;Y ), dp) est un espace de Banach

Démonstration.

1. Dp(X;Y ) est un espace vectoriel normé ?

(a) Soient T, S ∈ Dp(X;Y ), (xi)
n
i=1 ∈ X, et (ϕi)

n
i=1 ∈ Y ∗,on a

n∑
i=1

|ϕi((T + S)(xi))| =
n∑
i=1

|ϕi(T (xi) + S(xi))|

≤
n∑
i=1

|ϕi(T (xi))|+
n∑
i=1

|ϕi(S(xi))|

≤ (dp(T ) + dp(S)) ‖(xi)ni=1‖p ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

Donc T + S ∈ Dp(X;Y ),et

dp(T + S) ≤ dp(T ) + dp(S)

(b) Soit α ∈ k, T ∈ Dp(X;Y ) alors

n∑
i=1

|ϕi((αT )(xi))| =
n∑
i=1

|ϕi(αT (xi))|

= |α|
n∑
i=1

|ϕi(T (xi))|

≤ |α|dp(T ) ‖(xi)ni=1‖p ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

Donc αT ∈ Dp(X;Y ) et

dp(αT ) ≤ |α|dp(T )
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D’autre part

dp(T ) = dp(
1
α

(αT ))

≤ 1
|α|dp(αT ) pour α 6= 0

Ce qui implique |α|dp(T ) ≤ dp(αT ),

D’où

dp(αT ) = |α|dp(T )

le cas α = 0 est évident

(c) D’après (1.6), ||T || ≤ dp(T ) = 0⇔ ||T || = 0 alors T = 0

2. Dp(X;Y ) est un espace de Banach ?

Soit (Tn)∞n=1 une suite de Cauchy dans (Dp(X;Y ), dp). on a ||T || ≤ dp(T ), donc

(Tn)∞n=1 est une suite de Cauchy dans L(X, Y ).

On pose

lim
n→∞

Tn = T ∈ L(X, Y )

On démontre que T ∈ Dp(X;Y ). Tn est Cohen fortement p−sommant, alors

T̂n : lp(X) → lp〈Y 〉 est bien défini, de plus ||T̂n|| = dp(Tn), (T̂n)∞n=1 est une

suite de Cauchy dans L(lp(X); lp〈Y 〉), donc il existe A ∈ L(lp(X); lp〈Y 〉) telle que

lim
n→∞

T̂n = A

Pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ lp(X), on pose

(yi)
∞
i=1 := A((xi)

∞
i=1) ∈ lp〈Y 〉

Soit ε > 0, alors il existe n0 ∈ N telle que

||Tn(xi)− yi|| ≤ ||(Tn(xi))
∞
i=1 − (yi)

∞
i=1||p

≤ ||(Tn(xi))
∞
i=1 − (yi)

∞
i=1||C,p

= ||(T̂n(xi)
∞
i=1)− A((xi)

∞
i=1)||C,p

< ε||(xi)∞i=1||p

pour tout n > n0, donc lim
n→∞

Tn(xi) = yi,∀i ∈ N, alors T (xi) = yi,∀i ∈ N, et

(T (xi))
∞
i=1 = (yi)

∞
i=1 ∈ lp〈Y 〉,∀(xi)∞i=1 ∈ lp(X)
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alors T̂ : lp(X) → lp〈Y 〉 est bien défini et T ∈ Dp(X;Y ), donc Dp(X, Y ) est

un espace de Banach

Proposition 1.3.7 Tout opérateur de rang fini est Cohen fortement p-sommant

Démonstration. Soient (xi)
n
i=1 ∈ X, (ϕi)

n
i=1 ∈ Y ∗ et x∗ ∈ X∗, il suffi t de montrer que

l’opérateur T = x∗ ⊗ y est Cohen fortement p-sommant (car Dp(X;Y ) est un espace

vectoriel)

n∑
i=1

|ϕi(T (xi))| =
n∑
i=1

|ϕi(x∗(xi)y)|

=
n∑
i=1

|x∗(xi)ϕi(y)|

≤ ||x∗||
n∑
i=1

||xi|| |ϕi(y)|

≤ ||x∗||
(

n∑
i=1

||xi||p
) 1

p
(

n∑
i=1

|ϕi(y)|p
∗
) 1

p∗

= ||x∗|| ||y|| ‖(xi)ni=1‖p
(

n∑
i=1

∣∣∣ϕi( y
||y||)

∣∣∣p∗) 1
p∗

≤ ||x∗|| ||y|| ‖(xi)ni=1‖p sup
z∈BY

(
n∑
i=1

|ϕi(z)|p
∗
) 1

p∗

= ||x∗|| ||y|| ‖(xi)ni=1‖p ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

alors T ∈ Dp(X, Y ) et de plus dp(T ) ≤ ||x∗|| ||y||,d’autre part

||x∗|| ||y|| = ||T || ≤ dp(T ),donc

dp(T ) = ||x∗|| ||y||

Proposition 1.3.8 Si T ∈ Dp(X;Y ), U ∈ L(E;X),et V ∈ L(Y ;Z),Alors

V ◦ T ◦ U ∈ Dp(E;Z) et

dp(V ◦ T ◦ U) ≤ ||V ||dp(T )||U ||
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Démonstration. Soient T ∈ Dp(X;Y ), U ∈ L(E;X), et V ∈ L(Y ;Z)

Soient (ei)
n
i=1 ∈ E, et (ϕi)

n
i=1 ∈ Z∗, nous utilisons la remarque (1.1.4) on obtient

n∑
i=1

|ϕi((V ◦ T ◦ U)(xi))| =
n∑
i=1

|(ϕi ◦ V )(T (U(ei))|

≤ dp(T ) ‖(U(ei))
n
i=1‖p ‖(ϕi ◦ V )ni=1‖p∗,w

≤ dp(T )||U || ‖(ei)ni=1‖p ||V || ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w
= ||V ||dp(T )||U || ‖(ei)ni=1‖p ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

Donc V ◦ T ◦ U ∈ Dp(E;Z) et

dp(V ◦ T ◦ U) ≤ ||V ||dp(T )||U ||
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Chapitre 2

Les opérateurs multiple Cohen

fortement p-sommants

2.1 Idéal multilinéaire des opérateurs Cohen fortement p-

sommants

La version multilinéaire de notion du Cohen fortement p-sommant a été introduit par

Achour et Mezrag dans [AM07]. Elle conserve la plupart des propriétés des opérateurs

linéaire .

Dans la suite on donnons la notion des opérateurs m-linéaires fortement p-sommant en

utilisant les suites fortement p-sommant, cette définition est introduit par Campos dans

[Camp12].

Définition 2.1.1 Un opérateur T multilinéaire continue de X1× . . .×Xm dans Y est de

rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme

x∗1 ⊗ . . .⊗ x∗m ⊗ y : X1 × . . .×Xm −→ Y

(x(1), . . . , x(m)) 7−→ x∗1(x(1)) . . . x∗m(x(m))y

où x∗j ∈ Xj(1 ≤ j ≤ m) et y ∈ Y
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L’espace des opérateurs multilinéaires de rang fini sera noté Lf (X1, . . . , Xm;Y )

Définition 2.1.2 (Idéal des opérateurs multilinéaire) Un idéal des opérateurs mul-

tilinéaire (ou multi-idéal) M est un classe d’opérateur multilinéaire borné telle que pour

tout X1, . . . , Xm et Y des espaces de Banach on a :

(a) L’ensemble M(X1, . . . , Xm;Y ) est un sous espace de L(X1, . . . , Xm;Y ) qui contient

Lf (X1, . . . , Xm;Y )

(b) Propriété d’idéal : si T ∈ M(X1, . . . , Xm;Y ), uj ∈ (Ej;Xj) et v ∈ (Y, F ) alors

v ◦ T ◦ (u1, . . . , um) ∈M(E1, . . . , Em;F )De plus, si ||.||M :M 7−→ R+ satisfait :

(i) (M(X1, . . . , Xm;Y ), ||.||M) est un espace de Banach

(ii)
∥∥Am : km 7−→ k;Am(x(1), . . . , x(m)) = x(1) . . . x(m)

∥∥
m

= 1

(iii) ‖v ◦ T ◦ (u1, . . . , um)‖ ≤ ||v||
m∏
j=1

||uj|| ||T ||M

Nous allons donner la notion des opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant

en utilisant les suites fortement p-sommant

Définition 2.1.3 Soient 1 < p ≤ ∞, m ∈ N et Xj, Y des espaces de Banach (j =

1, . . . ,m). Un opérateur m-linéaire T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ) est Cohen fortement p-sommant

si(
T (x

(1)
i , . . . , x

(m)
i )

)∞
i=1
∈ lp〈Y 〉 pour tout (x

(j)
i )∞i=1 ∈ lmp(Xj), j = 1, . . . ,m

i.e. l’opérateur

T̂ : lmp(X1)× · · · × lmp(Xm) → lp〈Y 〉(
(x

(1)
i )∞i=1, . . . , (x

(m)
i )∞i=1

)
7→

(
T (x

(1)
i , . . . , x

(m)
i )

)∞
i=1

est bien défini

L’espace des opérateursm-linéaires Cohen fortement p-sommant de X1×· · ·×Xm dans

Y , noté LCoh,p (X1, ..., Xm;Y )

Proposition 2.1.4 Soient T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ) et 1 < p ≤ ∞, Alors les propriétés

suivantes sont équivalents
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(i) T est Cohen fortement p-sommant

(ii) Il existe une constante C > 0 telle que

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C

( ∞∑
i=1

||x(1)
i ||mp

) 1
mp

· · ·
( ∞∑

i=1

||x(m)
i ||mp

) 1
mp

‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

pour tout (x
(j)
i )∞i=1 ∈ lmp(Xj), j = 1, . . . ,m et tout (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp (Y ∗)

(iii) Il existe une constante C > 0 telle que

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C

(
n∑
i=1

||x(1)
i ||mp

) 1
mp

· · ·
(

n∑
i=1

||x(m)
i ||mp

) 1
mp

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

(2.1)

pour tout n ∈ N, x(j)
i ∈ Xj, ϕi ∈ Y ∗, i = 1 . . . n, j = 1, . . . ,m

(iv) Il existe C > 0, telle que

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C

(
n∑
i=1

m∏
i=1

||x(j)
i ||p

) 1
p

||(ϕi)ni=1||w,p∗ (2.2)

pour tout n ∈ N, x(j)
i ∈ Xj, ϕi ∈ Y ∗, i = 1 . . . n, j = 1, . . . ,m

(v) Il existe une probabilité de Radon µ sur BY ∗∗ telle que pour tout

(x(1), . . . , x(m)) ∈ X1 × . . .×Xm et tout ϕ ∈ Y ∗

∣∣ϕ(T (x(1), . . . , x(m)))
∣∣ ≤ C||x(1)|| . . . ||x(m)||

(∫
BY ∗∗

|ϕ(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

(2.3)

Démonstration. (i)⇒ (ii)T est Cohen fortement p-sommant, alors l’opérateur

T̃ : lwp∗(Y
∗)× lmp(X1)× · · · × lmp(Xm) → l1(

(ϕi)
∞
i=1, (x

(1)
i )∞i=1, . . . , (x

(m)
i )∞i=1

)
7→

(
ϕi(T (x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

)∞
i=1

est bien défini et (m+ 1)-linéaire

Soit (xk)
∞
k=1 ∈ lwp∗(Y ∗)× lmp(X1)× · · · × lmp(Xm) avec :

xk
k→∞−→ x ∈ lwp∗(Y ∗)× lmp(X1)× · · · × lmp(Xm)
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telle que xk =
(

(ϕk,i)
∞
i=1, (x

(1)
k,i )
∞
i=1, . . . , (x

(m)
k,i )∞i=1

)
, et x =

(
(ϕi)

∞
i=1, (x

(1)
i )∞i=1, . . . , (x

(m)
i )∞i=1

)
T̃ (xk) =

(
ϕk,i(T (x

(1)
k,i , . . . , x

(m)
k,i ))

)∞
i=1

, T̃ (x) =
(
ϕi(T (x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

)∞
i=1

On démontre que

lim
k→∞

T̃ (xk) = T̃ (x)

nous avons lim
k→∞

x
(j)
k,i = x

(j)
i et lim

k→∞
ϕ

(j)
k,i = ϕ

(j)
i ,alors

pour tout i ∈ N on a :

lim
k→∞

ϕk,i(T (x
(1)
k,i , . . . , x

(m)
k,i )) = ϕi(T (x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

car T et ϕk,i sont continues, alors

lim
k→∞

T̃ (xk) = T̃ (x)

Ce qui implique que T̃ a une graphe fermé, donc il est continu

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ =
∥∥∥T̃ ((ϕk,i)

∞
i=1, (x

(1)
k,i )
∞
i=1, . . . , (x

(m)
k,i )∞i=1)

∥∥∥
l1

≤
∥∥∥T̃∥∥∥∥∥∥(x

(1)
i )∞i=1

∥∥∥
mp
· · ·
∥∥∥(x

(m)
i )∞i=1

∥∥∥
mp
‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

Nous prenons C =
∥∥∥T̃∥∥∥

(ii)⇒ (iii) Évidente

(iii)⇒ (ii) Soit (x
(j)
i )∞i=1 ∈ lmp(Xj), j = 1, . . . ,m et (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp (Y ∗) alors

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ = sup
n

(
n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i )

∣∣∣)
≤ sup

n

(
C||(x(1)

i )ni=1||mp · · · ||(x
(m)
i )ni=1||mp ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

)
= C||(x(1)

i )∞i=1||mp · · · ||(x
(m)
i )∞i=1||mp ‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

(ii)⇒ (i) On a

∞∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C

( ∞∑
i=1

||x(1)
i ||mp

) 1
mp

· · ·
( ∞∑

i=1

||x(m)
i ||mp

) 1
mp

‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w <∞
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(iii)⇒ (iv) En remplaçant x(j)
i par

x(j)
i

(
m∏
k=1
||x(k)i ||

) 1
m

||x(j)i ||

 dans (2.1) on trouve

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C

(
n∑
i=1

m∏
i=1

||x(j)
i ||p

) 1
p

||(ϕi)ni=1||w,p∗

(iv) ⇒ (iii) En utilisant l’inégalité de Hölder dans (2.2), avec 1
p

= 1
mp

+
(m)
· · · + 1

mp
on

trouve

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C

(
n∑
i=1

||x(1)
i ||mp

) 1
mp

· · ·
(

n∑
i=1

||x(m)
i ||mp

) 1
mp

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

(iv)⇒ (v) Voir [AM07]

(v)⇒ (iv) On a

∣∣ϕ(T (x(1), . . . , x(m)))
∣∣ ≤ C||x(1)|| . . . ||x(m)||

(∫
BY ∗∗

|ϕ(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

Alors
n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ ≤ C
n∑
i=1

(
||x(1)

i || . . . ||x
(m)
i ||

(∫
BY ∗∗
|ϕ(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗
)

≤ C

(
n∑
i=1

(
||x(1)

i || . . . ||x
(m)
i ||

)p) 1
p
(

n∑
i=1

(∫
BY ∗∗
|ϕ(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

)) 1
p∗

= C

(
n∑
i=1

(
||x(1)

i || . . . ||x
(m)
i ||

)p) 1
p
(∫

BY ∗∗

n∑
i=1

|ϕ(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

≤ C

(
n∑
i=1

(
||x(1)

i || . . . ||x
(m)
i ||

)p) 1
p
(

sup
y∗∗∈BY ∗∗

n∑
i=1

|ϕ(y∗∗)|p∗
) 1

p∗

= C

(
n∑
i=1

(
||x(1)

i || . . . ||x
(m)
i ||

)p) 1
p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

On pose ||T ||Coh,p = inf{C vérifiant (2.1)}, de plus on a ||T ||Coh,p = ||T̃ ||

Remarque 2.1.5 Si T ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) alors :

||T || ≤ ||T ||Coh,p (2.4)
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En effet pour montré (2.4), on pose n = 1 dans (2.1)

Proposition 2.1.6 Soit 1 < p ≤ ∞,alors (LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , ||.||Coh,p) est un espace

de Banach

Démonstration.

1. LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un espace vectoriel normé ?

(a) Soient T , S ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ), (x
(j)
i )ni=1 ∈ Xj (1 ≤ j ≤ m),et

(ϕi)
n
i=1 ∈ Y ∗,on a

n∑
i=1

∣∣∣ϕi((T + S)(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ) + S(x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣+
n∑
i=1

∣∣∣ϕi(S(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣
≤ (||T ||Coh,p + ||S||Coh,p)

m∏
i=1

||(x(j)
i )ni=1||mp ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

Donc T + S ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , et

||T + S||Coh,p ≤ ||T ||Coh,p + ||S||Coh,p

(b) Soit α ∈ k, T ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) :

n∑
i=1

∣∣∣ϕi((αT )(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣ =
n∑
i=1

∣∣∣ϕi(αT (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣
= |α|

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣
≤ |α|||T ||Coh,p

m∏
i=1

||(x(j)
i )ni=1||mp ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

Donc αT ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , et

||αT ||Coh,p ≤ |α| ||T ||Coh,p

D’autre part

||T ||Coh,p = || 1
α

(αT )||Coh,p
≤ 1

|α| ||αT ||Coh,p pour α 6= 0
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Ce qui implique |α|||T ||Coh,p ≤ ||αT ||Coh,p,

D’où

||αT ||Coh,p = |α| ||T ||Coh,p

le cas α = 0 est évident

(c) D’après (2.4), ||T || ≤ ||T ||Coh,p = 0⇔ ||T || = 0 alors T = 0

2. LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un espace de Banach ?

Soit (Tn)∞n=1 une suite de Cauchy dans (LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , ||.||Coh,p). on a

||Tn|| ≤ ||Tn||Coh,p, donc (Tn)∞n=1 est une suite de Cauchy dans L(X1, ..., Xm;Y ).

On pose

lim
n→∞

Tn = T ∈ L(X1, ..., Xm;Y )

On démontre que T ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) .Tn est Cohen fortement p-sommant

on a T̂n : lmp(X1)× · · · × lmp(Xm) → lp〈Y 〉 est bien défini, de plus

||T̂n|| = ||Tn||Coh,p, (T̂n)∞n=1 est une suite de Cauchy dans

L(lmp(X1)×· · ·×lmp(Xm); lp〈Y 〉), donc il existeA ∈ L(lmp(X1)×· · ·×lmp(Xm); lp〈Y 〉)

telle que lim
n→∞

T̂n = A.

Pour tout (x
(j)
i )∞i=1 ∈ lmp(Xj) (j = 1, . . . ,m), on pose

(yi)
∞
i=1 := A((x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))∞i=1 ∈ lp〈Y 〉

Soit ε > 0, alors il existe n0 ∈ N telle que

||Tn(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i )− yi|| ≤ ||(Tn(x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))∞i=1 − (yi)

∞
i=1||p

≤ ||(Tn(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))∞i=1 − (yi)

∞
i=1||C,p

= ||(T̂n(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))∞i=1 − A((x

(1)
i , . . . , x

(m)
i ))∞i=1||C,p

< ε||(x(1)
i )∞i=1||mp · · · ||(x

(m)
i )∞i=1||mp

pour tout n > n0, donc lim
n→∞

Tn(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ) = yi ,∀i ∈ N, alors

T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ) = yi,∀i ∈ N,
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et

(Tn(x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))∞i=1 = (yi)

∞
i=1 ∈ lp〈Y 〉,∀(x

(j)
i )∞i=1 ∈ lmp(Xj)

alors T̂ : lmp(X1)× · · · × lmp(Xm) → lp〈Y 〉 est bien défini et T ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ),

donc LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un espace de Banach.

Proposition 2.1.7 LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un Banach multi-idéal.

Démonstration.

1. Lf (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y )

Soient (x
(j)
i )ni=1 ∈ Xj (1 ≤ j ≤ m), (ϕi)

n
i=1 ∈ Y ∗,et x∗j ∈ X∗j , il suffi t de montrer que

l ’opérateur T = x∗1⊗ . . .⊗ x∗m⊗ y est Cohen fortement p−sommant, par l’inégalité

de Hölder on a

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(T (x
(1)
i , . . . , x

(m)
i ))

∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣ϕi(x∗1(x
(1)
i ) . . . x∗m(x

(m)
i )y)

∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣x∗1(x
(1)
i ) . . . x∗m(x

(m)
i )ϕi(y)

∣∣∣
≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m||

n∑
i=1

||x(1)
i || · · · ||x

(m)
i || |ϕi(y)|

≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m||
(

n∑
i=1

||x(1)
i ||mp

) 1
mp

· · ·
(

n∑
i=1

||x(m)
i ||mp

) 1
mp
(

n∑
i=1

|ϕi(y)|p
∗
) 1

p∗

= ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
m∏
j=1

||(x(j)
i )ni=1||mp

(
n∑
i=1

∣∣∣ϕi( y
||y||)

∣∣∣p∗) 1
p∗

≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
m∏
j=1

||(x(j)
i )ni=1||mp sup

z∈BY

(
n∑
i=1

|ϕi(z)|p
∗
) 1

p∗

= ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
m∏
j=1

||(x(j)
i )ni=1||mp ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

alors T ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) et de plus ||T ||Coh,p ≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y|| , d’autre

part

||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y|| = ||T || ≤ ||T ||Coh,p d’où ||T ||Coh,p = ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
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2. Soient T ∈ LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , Uj ∈ L(Ej;Xj), j = 1, . . .m, et V ∈ L(Y ;Z),Soit

(e
(j)
i )ni=1 ∈ Ej, (ϕi)

n
i=1 ∈ Z∗,nous utilisons la remarque (1.1.4) on obtient

n∑
i=1

∣∣∣ϕi((V ◦ T ◦ (U1, . . . , Um))(e
(1)
i , . . . , e

(m)
i ))

∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣(ϕi ◦ V )(T (U1(e
(1)
i ), . . . , Um(e

(m)
i )))

∣∣∣
≤ ||T ||Coh,p

m∏
j=1

||(Uj(e(j)
i ))ni=1||mp ‖(ϕi ◦ V )ni=1‖p∗,w

≤ ||T ||Coh,p||U1|| · · · ||Um||
m∏
j=1

||(e(j)
i )ni=1||mp||V || ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

= ||V ||||T ||Coh,p||U1|| · · · ||Um||
m∏
j=1

||(e(j)
i )ni=1||mp (ϕi)

n
i=1p∗,w

Donc V ◦ T ◦ (U1, . . . , Um) ∈ LCoh,p (E1, ..., Em;Z) et

||V ◦ T ◦ (U1, . . . , Um)||Coh,p ≤ ||V ||||T ||Coh,p||U1|| · · · ||Um||

Donc LCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un Banach multi-idéal.

2.2 Les opérateurs multiple Cohen fortement p−sommants

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1 Soient 1 < p ≤ ∞, m ∈ N et Xj , Y des espaces de Banach (j =

1, . . . ,m). Un opérateur m−linéaire T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ) est multiple Cohen forte-

ment p-sommant si
(
T (x

(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

)
)
i1,...,in∈N

∈ lp〈Y 〉 pour tout
(
x

(j)
i

)∞
i=1
∈ lp(Xj),

j = 1, . . . ,m,

i.e. l’opérateur

T̂ : lp(X1)× · · · × lp(Xm) → lp〈Y 〉(
(x

(1)
i1

)∞i1=1, . . . , (x
(m)
im

)∞im=1

)
7→

(
T (x

(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

)
)
i1,...,im∈N

est bien défini
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L’espace des opérateurs multiple Cohen fortement p-sommant de X1 × · · · ×Xm dans

Y , noté LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) .

Notation 2.2.2 On note par

∞∑
i1,...,im=1

=

∞∑
i1

· · ·
∞∑
im

Proposition 2.2.3 Soient T ∈ L (X1, ..., Xm;Y ) et 1 < p ≤ ∞, Alors les propriétés

suivantes sont équivalents

(i) T est multiple Cohen fortement p−sommant

(ii) Il existe une constante C > 0 telle que

∞∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣ ≤ C

∥∥∥(x(1)
i

)∞
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)i1,...im∈N
∥∥
p∗,w

pour tout
(
x

(j)
i

)∞
i=1
∈ lp(Xj), j = 1, . . . ,m et tout (ϕi1,...,im)i1,...im∈N ∈ lwp (Y ∗)

(iii) Il existe une constante C > 0 telle que

n∑
i1,...im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣ ≤ C

∥∥∥(x(1)
i

)n
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)ni1,...im=1

∥∥
p∗,w

(2.5)

pour tout n ∈ N, x(j)
i ∈ Xj, ϕi1,...,im ∈ Y ∗, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

Démonstration. (i)⇒ (ii)T est multiple Cohen fortement p−sommant, alors l’opérateur

T̃ : lwp∗(Y
∗)× lp(X1)× · · · × lp(Xm) → l1(

(ϕi1,...,im)i1,...im∈N,
(
x

(1)
i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
im

)∞
im=1

)
7−→

(
ϕi1,...,im

(
T
(
x

(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

)))
i1,...,im∈N

est bien défini et (m+ 1)-linéaire

Soit (xk)
∞
k=1 ∈ lwp∗(Y ∗)× lp(X1)× · · · × lp(Xm) avec :

xk
k→∞−→ x ∈ lwp∗(Y ∗)× lp(X1)× · · · × lp(Xm)
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telle que 
xk =

(
(ϕk,i1,...,im)i1,...im∈N,

(
x

(1)
k,i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
k,im

)∞
im=1

)
x =

(
(ϕi1,...,in)i1,...im∈N,

(
x

(1)
i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
im

)∞
im=1

)
et 

T̃ (xk) =
(
ϕk,i1,...,im

(
T
(
x

(1)
k,i1
, . . . , x

(m)
k,im

)))
i1,...,im∈N

T̃ (x) =
(
ϕi1,...,im

(
T
(
x

(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

)))
i1,...,im∈N

On démontre que

lim
k→∞

T̃ (xk) = T̃ (x)

nous avons lim
k→∞

x
(j)
k,i = x

(j)
i et lim

k→∞
ϕk,i = ϕi,alors

pour tout i ∈ N, j = 1, . . . ,m, et i1, . . . , im ∈ N on a :

lim
k→∞

ϕk,i1,...,im

(
T
(
x

(1)
k,i1
, . . . , x

(m)
k,im

))
= ϕi1,...,im

(
T
(
x

(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
car T et ϕk,i sont continues, alors

lim
k→∞

T̃ (xk) = T̃ (x)

ce qui implique que T̃ a une graphe fermé, donc il est continue

∞∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣ =

∥∥∥∥T̃ ((ϕi1,...,im)i1,...im∈N,
(
x

(1)
i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
im

)∞
im=1

)∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥T̃∥∥∥∥∥∥(x(1)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)i1,...,im∈N
∥∥
p∗,w

Nous prenons C =
∥∥∥T̃∥∥∥

(iii)⇒ (ii) Soit (x
(j)
i )∞i=1 ∈ lp(Xj) , j = 1, . . . ,m et (ϕi1,...,im)i1,...im∈N ∈ lwp (Y ∗)

Alors
∞∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣ = sup

n

(
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣)

≤ sup
n

(
C

m∏
j=1

∥∥∥(x(j)
i

)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)i1,...,im∈N
∥∥
p∗,w

)
= C

∥∥∥(x(1)
i

)∞
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)i1,...,im∈N
∥∥
p∗,w
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(ii)⇒ (i) On a
∞∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣ ≤ C

∥∥∥(x(1)
i

)∞
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)i1,...im∈N
∥∥
p∗,w

Alors T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y )

(ii)⇒ (iii) Évidente

On pose ||T ||mCoh,p = inf{C vérifiant (2.1)}, de plus on a ||T ||mCoh,p = ||T̃ ||

Remarque 2.2.4 Si T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ), alors :

||T || ≤ ||T ||mCoh,p (2.6)

En effet pour montré (2.6), on pose n = 1 dans (2.5)

Proposition 2.2.5 Soit 1 < p ≤ ∞, alors (LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , ||.||Coh,p) est un es-

pace de Banach

Démonstration.

1. LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un espace vectoriel normé ?

(a) Soient T , S ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ), x(j)
i ∈ Xj, et ϕi1,...,im ∈ Y ∗, i = 1, . . . , n,

ij = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

on a
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im((T + S) (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

=

n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

) + S(x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

≤
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣+

n∑
i1,...im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(S(x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

≤ (||T ||mCoh,p + ||S||mCoh,p)
m∏
i=1

∥∥∥(x(j)
i

)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)ni1,...im=1

∥∥
p∗,w

Donc T + S ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , et

||T + S||mCoh,p ≤ ||T ||mCoh,p + ||S||mCoh,p
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(b) Soit α ∈ k, T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) :

n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im((αT )(x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

=

n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(αT (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

≤ |α|
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

≤ |α| ||T ||Coh,p
m∏
i=1

∥∥∥(x(j)
i

)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im)ni1,...,im=1

∥∥
p∗,w

Donc αT ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , et

||αT ||mCoh,p ≤ |α| ||T ||mCoh,p

D’autre part

||T ||mCoh,p = || 1
α

(αT )||mCoh,p
≤ 1

|α| ||αT ||mCoh,p
pour α 6= 0

Ce qui implique |α| ||T ||mCoh,p ≤ ||αT ||mCoh,p,

D’où

||αT ||mCoh,p = |α|||T ||mCoh,p

le cas α = 0 est évident.

(c) D’après (2.6), ||T || ≤ ||T ||mCoh,p = 0⇔ ||T || = 0⇔ T = 0

2. LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un espace de Banach ?

Soit (Tn)∞n=1 une suite de Cauchy dans (LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , ||.||mCoh,p) .on a

||Tn|| ≤ ||Tn||mCoh,p, donc (Tn)∞n=1 est une suite de Cauchy dans L(X1, ..., Xm;Y ).

On pose

lim
n→∞

Tn = T ∈ L(X1, ..., Xm;Y )

On démontre que T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) .Tn est multiple Cohen fortement

p-sommant alors : T̂n : lp(X1)× · · · × lp(Xn) → lp〈Y 〉 est bien défini, de plus
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||T̂n|| = ||Tn||mCoh,p, (T̂n)∞n=1 est une suite de Cauchy dans L(lp(X1)×· · ·×lp(Xn); lp〈Y 〉),

donc il existe A ∈ L(lp(X1)× · · · × lp(Xn); lp〈Y 〉) telle que lim
n→∞

T̂n = A.

Pour tout (x
(j)
i )∞i=1 ∈ lp(Xj) (j = 1, . . . ,m), on pose

(yi1,...in)i1,...,in∈N := A

((
x

(1)
i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
im

)∞
im=1

)
i1,...,im∈N

∈ lp〈Y 〉

Soit ε > 0, alors il existe n0 ∈ N telle que

||Tn(x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

)− yi1,...im||

≤
∥∥∥(Tn(x

(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))i1,...im∈N − (yi1,...im)i1,...im∈N

∥∥∥
C,p

=

∥∥∥∥T̂n((x(1)
i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
im

)∞
im=1

)
− A

((
x

(1)
i1

)∞
i1=1

, . . . ,
(
x

(m)
im

)∞
im=1

)∥∥∥∥
C,p

< ε
∥∥∥(x(1)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)∞
i=1

∥∥∥
p

pour tout n > n0, donc lim
n→∞

Tn(x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

) = yi1,...im , ∀i ∈ N, alors

T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

) = yi1,...im , ∀ij ∈ N,

et

(Tn(x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))i1,...,im∈N = (yi1,...in)i1,...,im∈N ∈ lp〈Y 〉,∀(x
(j)
i )∞i=1 ∈ lp(Xj)

alors T̂ : lp(X1)× · · · × lp(Xm) → lp〈Y 〉 est bien défini et T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ),

donc LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un espace de Banach

Proposition 2.2.6 Tout opérateur multilinéaire Cohen fortement p-sommant est mul-

tiple Cohen fortement p-sommant, de plus on a :

||T ||mCoh,p ≤ ||T ||Coh,p

Démonstration. Soit T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , d’après (2.3) il existe une probabilité

de Radon µ sur BY ∗∗ telle que, pour tout (x(1), . . . , x(m)) ∈ X1× . . .×Xm et tout ϕ ∈ Y ∗∣∣ϕ(T (x(1), . . . , x(m)))
∣∣ ≤ C||x(1)|| . . . ||x(m)||

(∫
BY ∗∗

|ϕ(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗
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Alors∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣ ≤ C||x(1)

i1
|| . . . ||x(m)

im
||
(∫

BY ∗∗

|ϕi1,...,im(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

pour tout x(j)
i ∈ Xj, et ϕi1,...,im ∈ Y ∗, i = 1, . . . , n , ij = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

Par l’inégalité de Hölder on a

n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

≤ C
n∑

i1,...,im=1

(
||x(1)

i1
|| . . . ||x(m)

im
||
(∫

BY ∗∗
|ϕi1,...im(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗
)

≤ C

(
n∑

i1,...,im=1

(
||x(1)

i1
|| . . . ||x(m)

im
||
)p) 1

p
(

n∑
i1,...,im=1

∫
BY ∗∗
|ϕi1,...,im(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

= C

(
n∑
i=1

||x(1)
i ||p

) 1
p

· · ·
(

n∑
i=1

||x(m)
i ||p

) 1
p
(∫

BY ∗∗

n∑
i1,...,im=1

|ϕi1,...im(y∗∗)|p∗dµ(y∗∗)

) 1
p∗

≤ C
∥∥∥(x(1)

i

)n
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)n
i=1

∥∥∥
p

(
sup

y∗∗∈BY ∗∗

n∑
i1,...,im=1

|ϕi1,...im(y∗∗)|p∗
) 1

p∗

= C
∥∥∥(x(1)

i

)n
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥∥(ϕi1,...im)ni1,...im=1

∥∥∥
p∗,w

Proposition 2.2.7 LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) est un Banach multi-idéal.

Démonstration.

1. Lf (X1, . . . , Xm;Y ) ⊂ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y )

Soient (x
(j)
i )ni=1 ∈ Xj (1 ≤ j ≤ m),

(
ϕi1,...im

)n
i1,...im=1

∈ Y ∗, et x∗j ∈ X∗j , il suffi t de

montrer que l ’opérateur T = x∗1 ⊗ . . . ⊗ x∗m ⊗ y est Cohen fortement p−sommant,
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par l’inégalité de Hölder on a

n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(T (x
(1)
i1
, . . . , x

(m)
im

))
∣∣∣

=
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im(x∗1(x
(1)
i1

) . . . x∗m(x
(m)
im

)y)
∣∣∣

=
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣x∗1(x
(1)
i ) . . . x∗m(x

(m)
im

)ϕi1,...,im(y)
∣∣∣

≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m||
n∑

i1,...,im=1

||x(1)
i1
|| · · · ||x(m)

im
|||ϕi1,...,im(y)|

≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m||
(

n∑
i1,...,im=1

(
||x(1)

i1
|| . . . ||x(m)

im
||
)p) 1

p
(

n∑
i1,...,im=1

∣∣ϕi1,...,im(y)
∣∣p∗) 1

p∗

= ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
(

n∑
i=1

||x(1)
i ||p

) 1
p

· · ·
(

n∑
i=1

||x(m)
i ||p

) 1
p
(

n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im( y
||y||)

∣∣∣p∗) 1
p∗

≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
(

n∑
i=1

||x(1)
i ||p

) 1
p

· · ·
(

n∑
i=1

||x(m)
i ||p

) 1
p

sup
z∈BY

(
n∑

i1,...,im=1

∣∣ϕi1,...,im(z)
∣∣p∗) 1

p∗

= ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||
∥∥∥(x(1)

i

)n
i=1

∥∥∥
p
· · ·
∥∥∥(x(m)

i

)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥∥(ϕi1,...,im)ni1,...,im=1

∥∥∥
p∗,w

alors T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) et de plus ||T ||mCoh,p ≤ ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y|| ,d’autre

part

||x∗1|| · · · ||x∗m||||y|| = ||T || ≤ ||T ||mCoh,p, donc

||T ||mCoh,p = ||x∗1|| · · · ||x∗m|| ||y||

2. Soient T ∈ LmCoh,p (X1, ..., Xm;Y ) , Uj ∈ L(Ej;Xj), j = 1, . . .m, et V ∈ L(Y ;Z),

Soit (e
(j)
i )ni=1 ∈ Ej, (ϕi1,...,im)ni1,...,im=1 ∈ Z∗, nous utilisons la remarque (1.1.4) on

obtient :
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n∑
i1,...,im=1

∣∣∣ϕi1,...,im((V ◦ T ◦ (U1, . . . , Um))(e
(1)
i1
, . . . , e

(m)
im

))
∣∣∣

=
n∑

i1,...,im=1

∣∣∣(ϕi1,...,im ◦ V )(T (U1(e
(1)
i1

), . . . , Um(e
(m)
im

)))
∣∣∣

≤ ||T ||mCoh,p
m∏
j=1

∥∥∥(Uj(e(j)
i )
)n
i=1

∥∥∥
p

∥∥(ϕi1,...,im ◦ V )ni1,...,im=1

∥∥
p∗,w

≤ ||T ||mCoh,p ||U1|| · · · ||Um||
m∏
j=1

∥∥∥(e
(j)
i )ni=1

∥∥∥
p
||V ||

∥∥∥(ϕi1,...,im)ni1,...,im=1

∥∥∥
p∗,w

= ||V ||||T ||mCoh,p ||U1|| · · · ||Um||
m∏
j=1

∥∥∥(e
(j)
i )ni=1

∥∥∥
p

∥∥∥(ϕi1,...,im)ni1,...,im=1

∥∥∥
p∗,w

Donc V ◦ T ◦ (U1, . . . , Um) ∈ LmCoh,p (E1, ..., Em;Y ) et

||V ◦ T ◦ (U1, . . . , Um)||mCoh,p ≤ ||V ||||T ||mCoh,p||U1|| · · · ||Um||
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Chapitre 3

Les polynômes m-homogènes Cohen

fortement p-sommants

3.1 Polynômes m-homogènes

Définition 3.1.1 (Multilinéaire symétrique) Soient X, Y deux espaces de Banach.

Soit T : X × (m)... ×X︸ ︷︷ ︸ → Y un opérateur multilinéaire borné, l’opérateur T est dit symé-

trique s’il est invariant par rapport à toute permutation des variables, i.e.

T ◦ σ(x1, . . . , xm) := T (xσ(1), . . . , xσ(m)) = T (x1, . . . , xm)

pour tout permutation σ

On note Ls(mX;Y ) l’espace des opérateurs multilinéaires continus symétriques. Si on

fait toutes les permutations possibles on peut associer à T ∈ L(mX;Y ) un opérateur

symétrique Ts ∈ Ls(mX;Y ). Soit T : X × (m)... ×X︸ ︷︷ ︸ → Y un opérateur multilinéaire, on

pose

Ts =
1

m!

∑
σ

T ◦ σ

L’opérateur Ts s’appelle opérateur symétrisé de T , on a

1. Si T ∈ L(mX;Y ), alors Ts ∈ Ls(mX;Y )

37



2. Ts = T si et seulement si, T est symétrique

3. L’opérateur linéaire S : L(mX;Y ) → Ls(mX;Y ) : T → S(T ) = Ts est une projec-

tion

A chaque P̌ ∈ Ls(mX;Y ), on associe un opérateur (non linéaire) P : X → Y définit

par

P (x) = P̌ (x, (m). . ., x)

qui s’appelle polynôme homogène de degré m. On note P(mX;Y ) l’espace de Banach des

polynômes homogènes continus de degré m de X dans Y muni de la norme

||P || = sup {||P (x)|| : ||x|| ≤ 1}

= inf {C : ||P (x)|| ≤ C.||x||m, ∀x ∈ X}

Si Y = k, on écrit simplement P(mX). La correspondance T ↔ P établit un isomorphisme

entre P(mX;Y ) et Ls(mX;Y )

Proposition 3.1.2 (Formule de polarisation) Pour tout T ∈ Ls(mX;Y ) on a (voir

[Muj86])

P̌ (x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 . . . εmP

(
m∑
j=1

εjxj

)

De plus, P est borné sur la boule unité de X si et seulement si, T est borné. Les deux

normes vérifient les inégalités([Muj86])

||P || ≤ ||P̌ || ≤ mm

m!
||P ||

3.2 Idéal des polynômesm-homogènes Cohen fortement p-

sommants

Définition 3.2.1 (Polynôme de rang fini) Un opérateur polynômiale P ∈ P(mX;Y )

est de rang fini s’il est écrit sous la forme

P = x∗m ⊗ y : x→ x∗(x)my
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ou x∗ ∈ X∗ et y ∈ Y

L’espace des opérateurs polynômiales m-homogènes de rang fini sera noté Pf (mX;Y )

Définition 3.2.2 (Idéal de polynôme) Un idéal des polynômes homogènes Q est une

classe des polynômes homogènes continus tels que pour tout m ∈ N et espaces de Banach

X et Y , le composante Q(mX;Y ) = P(mX;Y ) ∩Q satisfait

(1) Q(mX;Y ) est un sous espace vectoriel de P(mX;Y ) qui contient les polynômes de

rang fini

(2) Propriété d’idéal .Si P ∈ Q(mX;Y ), U ∈ L(E;X), et V ∈ L(Y ;Z), alors

V ◦ P ◦ U ∈ Q(mE;Z)

De plus, si ||.||Q : Q −→ R+ satisfait

(1) L’espace (Q(mX;Y ), ||.||Q) est un espace normé (de Banach)

(2) ‖P : k −→ k; P (x) = xm‖Q = 1 pour tout m

(3) Si P ∈ Q(mX;Y ), U ∈ L(E;X), et V ∈ L(Y ;Z), alors

‖V ◦ P ◦ U‖Q ≤ ||V || ‖P‖Q ||U ||m

Alors (Q, ||.||Q)s’appelle idéal des polynômes.

Les opérateurs polynômiales homogènes de degrém de type Cohen fortement p-sommant

sont définis comme suite

Définition 3.2.3 Un opérateur polynômiale m-homogène P ∈ P(mX;Y )(X, Y sont deux

espaces de Banach arbitraires et m ∈ N) est Cohen fortement p-sommant (1 < p ≤ ∞)

si :

(P (xi))
∞
i=1 ∈ lp〈Y 〉 pour tout (xi)

∞
i=1 ∈ lmp(X)

L’espace des opérateurs polynômialesm-homogènes Cohen fortement p−sommant noté

PCoh,p(mX;Y ) est un sous espace vectoriel de P(mX;Y ).
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Proposition 3.2.4 P ∈ P(mX;Y ) est Cohen fortement p−sommant si et seulement si

P̌ ∈ Ls(mX;Y ) est Cohen fortement p-sommant

Démonstration. Supposons que P̌ ∈ PCoh,p(mX;Y ), pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ lmp(X) on a

(P (xi))
∞
i=1 =

(
P̌ (xi, . . . , xi)

)∞
i=1
∈ lp〈Y 〉

il s’ensuit que P ∈ PCoh,p(mX;Y ).

Inversement, soient P ∈ PCoh,p(mX;Y ), et (xji )
∞
i=1 ∈ lmp(X), j = 1, . . . ,m

par la formule de polarisation nous avons

(
P̌ (x1

i , . . . , x
m
i )
)∞
i=1

=
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 . . . εm
(
P
(
ε1x

1
1 + · · ·+ εmx

m
i

))∞
i=1

(3.1)

Maintenant, puisque lmp(X) est un espace vectoriel on a

(
ε1x

1
1 + · · ·+ εmx

m
i

)∞
i=1
∈ lmp(X) pour tout ε1, . . . , εm = ±1

Ce qui implique que (P (ε1x
1
1 + · · ·+ εmx

m
i ))

∞
i=1 ∈ lp〈Y 〉.

Donc d’après (3.1) et puisque lp〈Y 〉 est un espace vectoriel on a(
P̌ (x1

i , . . . , x
m
i )
)∞
i=1
∈ lp〈Y 〉

Ce qui donne P̌ ∈ PCoh,p(mX;Y )

Proposition 3.2.5 Soient P ∈ P (mX;Y ) et 1 < p ≤ ∞, alors les propriétés suivantes

sont équivalents

(i)P est Cohen fortement p-sommant

(ii)il existe une constante C > 0 telle que

∞∑
i=1

|ϕi(P (xi))| ≤ C

( ∞∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w
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pour tout (xi)
∞
i=1 ∈ lmp(X) et tout (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp (Y ∗)

(iii)il existe une constante C > 0 telle que

n∑
i=1

|ϕi(P (xi))| ≤ C

(
n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w (3.2)

pour tout n ∈ N, xi ∈ X,ϕi ∈ Y ∗, i = 1 . . . n

Démonstration. (i) ⇒ (ii) : P est Cohen fortement p-sommant alors, P̌ est Cohen

fortement p-sommant

d’où :

∞∑
i=1

|ϕi(P (xi))| =
∞∑
i=1

∣∣ϕi(P̌ (xi, . . . , xi))
∣∣ ≤ C

( ∞∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

(iii)⇒ (ii) Soit (xi)
∞
i=1 ∈ lmp(X) et (ϕi)

∞
i=1 ∈ lwp (Y ∗) alors

∞∑
i=1

|ϕi(P (xi))| = sup
n

(
n∑
i=1

∣∣ϕi(P̌ (xi, . . . , xi))
∣∣)

≤ sup
n

C ( n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w


= C

( ∞∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)∞i=1‖p∗,w

(ii)⇒ (i) Évidente

(ii)⇒ (iii) Évidente

On pose ‖P‖Coh,p = inf{C vérifiant (3.2)}.

Remarque 3.2.6 Si P ∈ PCoh,p(mX;Y ), alors

||P || ≤ ||P ||Coh,p

Proposition 3.2.7 Soit 1 < p ≤ ∞, alors (PCoh,p(mX;Y ), ||.||Coh,p) est un espace de

Banach
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Démonstration. Soit (Pn)n∈N une suite de Cauchy dans PCoh,p(mX;Y ), on a

||Pn − Pǹ|| ≤ ||Pn − Pǹ||Coh,p, donc (Pn)n∈N est une suite de Cauchy dans P(mX;Y ) qui

est un espace de Banach (voir [Muj86]) , alors converge vers une limite P ∈ P(mX;Y ).

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀ǹ > n > n0 : ||Pn − Pǹ|| ≤ ||Pn − Pǹ||Coh,p < ε

Pour tout n ∈ N et ∀ǹ > n0 on a
n∑
i=1

|ϕi((Pn − P )(xi))| =
n∑
i=1

lim
m→∞

|ϕi((Pn − Pǹ)(xi))|

= lim
m→∞

n∑
i=1

|ϕi((Pn − Pǹ)(xi))|

≤ lim
m→∞

||Pn − Pǹ||Coh,p

(
n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

< ε

(
n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

D’où ||Pn − P ||Coh,p < ε. Ceci qui montre que P ∈ PCoh,p(mX;Y ).

Théorème 3.2.8 (PCoh,p(mX;Y ), ||.||Coh,p) est un idéal des polynômes m-homogènes.

Démonstration.

1. Soient (xi)
n
i=1 ∈ X, (ϕi)

n
i=1 ∈ Y ∗,et x∗ ∈ X∗, il suffi t de montrer que

l ’opérateur P = x∗m ⊗ y est Cohen fortement p−sommant
n∑
i=1

|ϕi(P (xi))| =
n∑
i=1

|ϕi(x∗(xi)my)|

=
n∑
i=1

|x∗(xi)mϕi(y)|

≤ ||x∗||m
n∑
i=1

||xi||m|ϕi(y)|

≤ ||x∗||m
(

n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p
(

n∑
i=1

|ϕi(y)|p
∗
) 1

p∗

= ||x∗||m||y||
(

n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p
(

n∑
i=1

∣∣∣ϕi( y
||y||)

∣∣∣p∗) 1
p∗

≤ ||x∗||m||y||
(

n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

sup
z∈BY

(
n∑
i=1

|ϕi(z)|p
∗
) 1

p∗

= ||x∗||m ||y||
(

n∑
i=1

||xi||mp
) 1

p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w
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alors P ∈ PCoh,p(mX;Y ) et de plus ||P ||Coh,p ≤ ||x∗||m||y||,d’autre part

||x∗||m ||y|| = ||P || ≤ ||P ||Coh,p,donc

||P ||Coh,p = ||x∗||m||y||

2. Soient P ∈ PCoh,p(mX;Y ), U ∈ L(E;X), et V ∈ L(Y ;Z)

Soient (ei)
n
i=1 ∈ E, et (ϕi)

n
i=1 ∈ Z∗, nous utilisons la remarque (1.1.4) on obtient :

n∑
i=1

|ϕi((V ◦ P ◦ U)(ei))| =
n∑
i=1

|(ϕi ◦ V )(P (U(ei))|

≤ ||P ||Coh,p
(

n∑
i=1

||U(ei)||mp
) 1

p

‖(ϕi ◦ V )ni=1‖p∗,w

≤ ||P ||Coh,p||U ||m
(

n∑
i=1

||ei||mp
) 1

p

||V || ‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

= ||V ||||P ||Coh,p||U ||m
(

n∑
i=1

||ei||mp
) 1

p

‖(ϕi)ni=1‖p∗,w

Donc V ◦ P ◦ U ∈ PCoh,p(mE;Z) et

‖V ◦ P ◦ U‖Coh,p ≤ ||V || ‖P‖Coh,p ||U ||m
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